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Kata Pengantar

MATEMATIKA merupakan matakuliah wajib tingkat pertama bagi hampir semua Pro-
gram Studi dan Sekolah di Institut Teknologi Bandung. Berdasarkan kebutuhan yang
berbeda pada berbagai Program Studi yang ada, mulai tahun ajaran 2004 perku-
liahan Matematika dibagi menjadi dua macam yaitu Matematika A (4 kredit) dan
Matematika B (3 kredit). Perlu diperhatikan, materi Matematika 2B bukan meru-
pakan subset dari materi Matematika 2A. Untuk itu, penulis mengembangakn diktat
untuk masing-masing Matematika 2A dan 2B secara terpisah.

Diktat ini mulai disusun sejak tahun 2004. Pada awalnya materi disusun dalam bentuk
beningan /transparency. Tujuannya adalah untuk meningkatkan proses pembelajaran,
dengan cara menyediakan bahan kuliah yang berisi ringkasan teori dan soal-soal latihan
terpilih. Dengan adanya beningan ini diharapkan proses pencatatan yang banyak di-
lakukan pada perkuliahan konvensional bisa dikurangi. Dengan demikian, waktu yang
tersedia dapat digunakan dengan lebih efektif untuk kegiatan ceramah dan diskusi.

Diktat ini selalu direvisi secara kontinu dan disesuaikan dengan kebutuhan yang ada.
Perkembangan peralatan multimedia saat ini memungkinkan konstruksi tampilan konsep-
konsep matematika secara visual melalui bantuan komputer. Hal ini akan sangat mem-
bantu proses belajar mahasiswa, karena konsep-konsep yang rumit dan abstrak dapat
diperlihatkan secara kongkrit melalui program animasi. Sejalan dengan perubahan ini,
mulai tahun ajaran 2011 judul diktat ini diubah menjadi " Kalkulus Visual”. Melalui
mekanisme ini diharapkan para mahasiswa dapat memahami konsep-konsep yang ada
dengan lebih cepat dan lebih mudah. Pada diktat ini, bagian yang memuat animasi
ditandai dengan ikon berbentuk [a] atau [Animation] Cara menampilkan animasinya
adalah dengan meng-klik tombol mouse pada ikon tersebut.

Untuk dapat memanfaatkan diktat ini secara efektif diperlukan beberapa perangkat
lunak pendukung, yaitu: Adobe Acrobat Reader versi 9 atau lebih baru dan Quick
Time player. Semua perangkat lunak tersebut bersifat public domain/free dan dapat
diunduh /didownload via internet. Untuk memudahkan, penulis telah menempatkan
diktat kuliah beserta perangkat lunak pendukung tersebut pada ftp server dengan
alamat ftp://167.205.6.17 atau ftp://ftp2.math.itb.ac.id. Gunakan login-
name: anonymous, password: anonymus. Diktat Matematika 2A dan Matematika
2B, masing-masing tersimpan di dalam folder BahanKuliah/Warsoma,/2015 MA1201
Matematika 2A dan BahanKuliah/Warsoma/2015 MA1201 Matematika 2B, se-
dangkan perangkat pendukungnya berada dalam folder BahanKuliah/Warsoma/Software
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Pendukung. Tatacara instalasi dan penggunaan diktat ini pada komputer anda dije-
laskan pada file —readmelst.doc.

Catatan:

e Sesuai dengan kebijakan dari pihak pengelola internet di ITB, semua ftp-server di
ITB hanya dapat diakses dari dalam kampus ITB.

e Akses dari luar kampus ITB masih dimungkinkan melalui fasilitas Virtual Private
Network (VPN). Akses ini hanya dapat digunakan oleh mereka yang mempunyai
account internet di ITB.

e Untuk dapat memastikan tampilan animasi yang ada berjalan dengan benar, se-
mua file PDF yang ada harap dibuka menggunakan Adobe Acrobat Reader. Sejauh
ini kelengkapan yang ada di PDF reader yang lain belum sepenuhnya mendukung
fasilitas yang diperlukan oleh diktat ini.

Sebagai penutup, Penulis mengucapkan terima kasih kepada rekan-rekan Dosen yang
telah memberikan masukan terhadap pengembangan diktat ini, diantaranya kepada
Dr. Wono Setya Budhi, Prof. Dr. Hendra Gunawan, Prof. Dr. Edy Tri Baskoro,
Dr. Sri Redjeki, serta Drs Koko Martono M.Si. Semoga diktat ini dapat berguna un-
tuk meningkatkan kualitas pembelajaran Kalkulus.

Januari 2015,

Penyusun,

Warsoma Djohan
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Teknik Pengintegralan

Sejauh ini, kita telah membahas fungsi-fungsi elementer dengan cukup
lengkap. Fungsi-fungsi tersebut terdiri dari fungsi aljabar, bentuk akar
dan harga mutlak, fungsi eksponen, fungsi logaritma, fungsi trigonometri,
fungsi invers trigonometri, fungsi hiperbol dengan inversnya, dan kombi-
nasi antara fungsi-fungsi tersebut.

Proses untuk mencari turunan dari fungsi-fungsi tersebut 'relatif mudah’
karena telah ada aturan yang lengkap untuk mengevaluasinya. Berlainan
dengan menghitung turunan, proses sebaliknya, yaitu mencari anti turunan
/ integral dari sebuah fungsi merupakan proses yang jauh lebih sukar. Be-
berapa fungsi seperti f(x) = e’ bahkan tidak memiliki anti turunan.

Pada pembahasan sebelumnya telah diperkenalkan teknik substitusi untuk
mencari anti turunan. Teknik ini hanya dapat diterapkan pada sekelompok
fungsi tertentu. Pada bagian ini akan dikembangkan beberapa teknik baru
untuk menentukan anti turunan dari suatu fungsi.

Berikut ini disajikan rumus-rumus dasar anti turunan yang diperoleh lang-
sung dari pembahasan konsep turunan pada bab-bab sebelumnya.

“T+1+c r#1
—= 2 Td — r+1
1. /kdu ku+ ¢ /u U {ln\u\—l—c I

e'du=e"+c 4/ a1, a>0
lna

3.

sinudu = —cosu + ¢ 6. | cosudu=sinu -+ c

sec?udu = tanu + ¢ 8. /csczudu:—cotu—l—c

9.

secu tanudu = secu + ¢ 10. /cscu cotudu = —cscu+c

11. /tanudu:—ln\cosm—l—c (o] 12. /cotudu:ln\sinu\+c
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Pengintegralan dengan Metode Substitusi

Pada metode ini, sebagian suku dari integran (fungsi yang diintegralkan)
disubstitusikan menjadi variabel baru. Substitusi ini diatur agar bentuk in-
tegral semula berubah menjadi salah satu dari 15 bentuk integral di atas.
Selanjutnya setelah diperoleh hasil integralnya, kita kembalikan variabel
baru tersebut ke variabel semula.

Contoh-Contoh:

T
1. /—0082@2) dz [e]

0. /csca:da: [o]
6 1/z
2 / C_dr [
7. /sm xdr [e]
3. /3:3\/x4+11d95 [o]
8. /cos xdr [e]
atanx
4/ o dz [e]
COS ,
1
9 /x " iz @
T — 2

5. /seca:dx (o]
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Pengintegralan Parsial

Pengintegralan parsial merupakan sebuah teknik di mana fungsi yang akan
diintegralkan berasal dari perkalian dua buah fungsi. Untuk memperoleh
rumus integral parsial, perhatikanlah proses berikut. Misalkan u = u(x)

dan v = v(x) dua buah fungsi.

d(uv)
dx

/ /
=Uuv-+uv

d(uv) = v'vdx +uv' dx

uv=/u'vdm+/uv’d$
/uv’da::uv—/u’vda: atau /udv:uv—/vdu

Contoh-Contoh:

1. /x cosx dr [a]
4. /ex sinx dr [e]

2
2./1nazdm (a]
1

, 5. /secgﬁdx &
3. | x° sinxdx [e][e]
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Pengintegralan Fungsi Rasional

Pada pasal ini akan dibahas integral berbentuk

/Pgi dx dengan P(z),Q(x) polinom.

Q
5 ogd gt
Contoh: Tentukan / v —rtl g
x3 + b

Sebelum kita lakukan proses integrasi, hal pertama yang harus diperhatikan
adalah derajat dari pembilang dan penyebut. Bila derajat pembilang 'lebih
besar atau sama dengan’ derajat penyebut, lakukan dahulu proses pemba-
gian polinom. Untuk contoh di atas, bila dilakukan pembagian polinom
maka diperoleh:

P +21 —r+1 ldx + 1
Y x3 + bx
o4 g3 — 1 14z + 1
Jadi, /aj Ter o da:—/(xz—S)da:+/ e
x3 + bx x3 + bx

Suku pertama pada ruas kanan mudah untuk diintegralkan karena berupa
polinom. Permasalahan tinggal pada suku kedua yang berupa fungsi ra-
sional. Dengan demikian, untuk selanjutnya pembahasan cukup kita batasi
pada masalah integral fungsi rasional dengan derajat pembilang lebih kecil
dari derajat penyebut.

Pada beberapa soal, integral fungsi rasional dapat diselesaikan dengan
322 — bw
203 — 51?2 4+ 6
dengan mudah memakai substitusi v = 22 — 522 + 6.

dx dapat kita selesaikan

substitusi sederhana. Misalnya/

Untuk selanjutnya kita akan membahas integral fungsi rasional secara
bertahap serta teknik-teknik penyelesaiannya.
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Bentuk 1: Pembilang konstanta, penyebut terdiri dari satu faktor linear
dengan multiplisitas m > 1.

1
/W dx gunakan substitusi © = ax + b
a;:U m

2 2

Bentuk 2: Pembilang polinom derajat > 1, penyebut terdiri dari satu
faktor linear dengan multiplisitas m. Integran tersebut kita uraikan atas
suku-suku sebagai berikut:

p(ilf) — Ay + A WIS L
(ax+0)™  (ax+b) (ax+b)? (ax + b)™

Perhatikan bahwa setiap suku pada ruas kanan merupakan bentuk 1.

xr—3
h: | —
Conto /( e dx [a]

Bentuk 3: Penyebut terdiri dari beberapa faktor linear dengan multiplisi-
tas satu. Pada bentuk ini kita lakukan penguraian sebagai berikut,
S(Jf) . A1 A2 An

(x—z)(x—29) - (T —) T—21 T — 9 T — I9

Setiap suku pada ruas kanan merupakan bentuk 1.

_ 7 bxr + 3
Contoh: (a)/(Qx_l)(x+3) ix@ (b) /x3_2x2_3xdx@
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Bentuk 4: Penyebut terdiri dari faktor-faktor linear dengan multiplisitas
boleh lebih dari satu. Masing-masing faktor kita uraikan mengikuti aturan
pada bentuk 2 dan bentuk 3. Hasilnya adalah integran dengan suku-suku
seperti bentuk 1.

2? — 11z + 15 A B C

T—22x+1) (@=2) (=27 =41

2 — 11z +15 Alx —2)(x+ 1)+ Bz +1) + C(z — 2)?

(x —2)2(x+1) (x —2)%(z+1)
P —1lr+15 = Alx—2)(z+ 1)+ Bz +1)+ Oz — 2)?
Substitusikan secara beruntun nilai-nilai z = 2, x = —1 dan z = 0 pada

persamaan di atas, maka diperoleh B = —1, C' =3 dan A = —2. Jadi

r*—1lz+15 =2 Lot 3
(x—22(x+1) z2-2 (z—2?2 x+1

82 —|—5x—8 325 + 172 + 923 — 6422 — 30z + 1
Contoh: (a)/ ey o) | e
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Bentuk Tak tentu Limit

Perhatikan tiga buah limit berikut:

(a) lim e (b) lim z* ~9 (c) lim flz) = f(a)

=0 =332 — 1 —06 T—a T —a

Bila masing-masing titik limitnya disubstitusikan, semuanya menghasilkan
bentuk %. Namun demikian, bila dihitung, nilai limit dari ketiga contoh
tersebut berbeda-beda. Bentuk seperti ini dinamakan bentuk tak tentu.

Pada beberapa bab sebelumnya kita telah mempelajari berbagai metode
yang dapat diterapkan untuk menghitung bentuk tak tentu di atas. Pada
pasal ini, akan disajikan metode lain yang relatif mudah untuk mengeval-
uasi limit tersebut.

Aturan L’Hopital 1: Misalkan lim f(z) = lim g(z) = 0.

Tr—a r—a
Bila ili)l’cll g:g; ada (boleh tak hingga) maka iﬂ% = :1511% g:gg
Contoh: Tentukan limit-limit berikut:
: sin : —COS T : 224370 —
(a) lim =5 [a] (b) }Cgl’(l)lT o] (c) lim ey [
. an(2x - sinx—zx . —COS T
(d) lim 555 (8] (e) lim 2t () lim 555+ [&]
(0) Jim = Lo
Aturan L’Hopital 2: Misalkan lim |f(z)| = lim |g(x)| = oc.
Tr—a r—a
Bila i}gé f,,((xg ada (boleh takhingga) maka igr}l% — i}gé 5((3
Contoh: Tentukan limit-limit berikut:
(a) lim 5 [&] (b) Tim &, a>0 [4]
: Inx : Inz
(€) I e a>0 @ () lm B @
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Bentuk Tak Tentu 0 - oco.
Bentuk ini diubah jadi bentuk % atau

0]

18

~—— O

Contoh: Tentukan lim tanz - In(sin
T—5

- [a]

Bentuk Tak Tentu oo — oc.

Bentuk ini umumnya merupakan fungsi pecahan dikurangi fungsi pecahan
lain.  Untuk menyelesaikannya, kita samakan penyebutnya. Selanjutnya
akan diperoleh bentuk 8 atau =

Contoh: Tentukan lim (ﬁ— 1). (a]

r—1t Inz

Catatan: Bentuk-bentuk berikut merupakan bentuk tentu

0 00

! 0

o0+ 00, 00-00, 0% o0
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Integral Tak Wajar Jenis 1 : batas oo

Di bagian depan kita telah mendefinisikan pengertian integral tentu se-
bagai limit jumlah Riemann. Konsep integral tentu ini didefinisikan pada
sebuah interval tutup [a, b], dengan a,b € R. Pada pasal ini akan diper-
luas arti sebuah integral tentu, bila interval tersebut tak terbatas. Berikut
ini disajikan definisi dari integral tak wajar jenis 1, yaitu dengan batas oc.

b b
o [iae= i [r0a
s
o [ s)de =t [ ) ar - -

~ 0 5o Catatan:
e [1wds= [ flayds+ [ fia)ds [ s [ 10
—00 —00 0 o tﬁioo_t

Bila suku-suku di ruas kanan nilainya berhingga, dikatakan integral tak
wajar tersebut konvergen dan nilainya adalah hasil di ruas kanan.

Contoh:

-1 00

1. Tentukan (a) /xe‘xz dx[a]  (b) /Sinxdaj
0

—0

2. R merupakan daerah yang dibatasi oleh grafik f(z) = % garis x = 1
dan sumbu z. Tentukan volume benda yang terbentuk bila:

(a) R diputar terhadap sumbu x [¢] (b) R diputar terhadap sumbu y [e]

o
1
3. Carilah semua nilai p supaya /—p dx konvergen. [e]
x
1
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Integral Tak Wajar Jenis 2: Integran Tak Hingga
1

1 17" 13
Perhatikan hitungan berikut: [ — dz = [——] = —]1—-—=-=—=
T x| _, 2 2

Hasil ini tidak wajar, sebab f(z) = % fungsi yang positif, jadi hasil inte-
gralnya seharusnya positif juga. Ketidakwajaran ini disebabkan f(x) tidak
terdefinisi di z = 0 € [—2, 1]. Integral seperti ini disebut integral tak wajar
jenis 2. Perhitungannya tidak boleh langsung menerapkan Teorema Dasar
Kalkulus Pertama. Berikut disajikan integral tak wajar jenis 2 serta definisi
perhitungannya.

b
a. Misalkan lim |f(x)| = oo, maka /f )dz = lim /f(x)dx
r—at t—a™T
tllr t
a—i g
b. Misalkan lim |f(a:)| = 00, maka /f )dxr = lim /f(a:) dx
T—b~ q—b~
a i
C. Mlsalkan f(x) kontinu pada |a, 0] kecuall di ¢ € |a, ],
maka/f dx—/f der/f
Contoh-Contoh: 1
1. Periksa kekonvergenan f% dx [e]
’ 2
1
2. Carilah semua nilai p supaya /—p dx konvergen. [e]
T
0
1 3
1
3. Periksa kekonvergenan (a) [ — dz [9] / =d
X (x —1)3
~2 0
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Aproksimasi Polinom Taylor untuk Fungsi

Dalam perhitungan matematika, terutama untuk fungsi-fungsi transenden,
sering sekali dijumpai kesukaran dalam menghitung nilai fungsi tersebut.
Sebagai contoh, sin(%), v/4, 1, log, 7, dan lain-lain. Bila kita hitung ni-
lainya menggunakan kalkulator/komputer, maka yang diperoleh adalah ni-
lai hampirannya. Ada berbagai macam teknik hampiran yang dapat di-
gunakan, namun prinsip dasarnya menggunakan polinom. Penggunaan
polinom sebagai fungsi hampiran didasarkan dua alasan berikut:

e Setiap fungsi kontinu selalu dapat dihampiri oleh polinom

e Nilai sebuah polinom selalu mudah untuk dihitung

Pada pasal ini akan dibahas hampiran menggunakan polinom Taylor.

Untuk mendapatkan gambaran intuitif, perhatikanlah animasi di bawah ini.

2 sin(z) dihampiri secara berturu-

Pada animasi tersebut, fungsi f(z) =z
tan oleh polinom derajat 1, 2, 4 dan 8. Semakin tinggi derajat polinom

yang digunakan, hampiran tersebut terlihat semakin baik.

Click pada gambar di atas untuk menampilkan hampiran Taylor berbagai orde.

Tekan terus tombol mouse untuk menghentikan animasi sementara waktu
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Aproksimasi Linear / Polinom Taylor derajat satu

Misalkan f(x) sebuah fungsi yang dapat diturunkan pada interval buka
I yang memuat titik a. Akan dikonstruksikan polinom derajat satu yang
menghampiri f(x) sebagai berikut:

flx) = pi(z) = ¢+ ar(z — a) (1)
Pada masalah ini, kita harus menentukan nilai ¢y dan ¢; agar hampiran

tersebut 'baik’, artinya polinom p;(z) 'dekat’ dengan fungsi f(x). Kriteria
yang digunakan adalah:

fla)=pi(a)  dan  f(a) =pi(a)

SUbStitUSikan maSing'maSing kriteria dl Vm’ Aproksimasi polinom Taylor derajat | terhadap f (x) disekitar x=,
atas pada persamaan (?77) maka akan

diperoleh ¢y = f(a) dan ¢; = f'(a).
pi(z) = fla) + f(a)(x — a)

Polinom py(z) disebut hampiran Taylor de- A
rajat 1 dari f(x) disekitar titik x = a. *] gy oo \

Contoh: Hampiri nilai In(0, 9) dengan polinom Taylor derajat satu. [4]
Nilai "eksaknya”, In(0.9) = —0, 10536051565782630123

Aproksimasi kuadrat / Polinom Taylor derajat dua

Pada hampiran Taylor derajat satu, terlihat bahwa untuk titik yang jauh
dari titik a, nilai hampirannya kurang baik. Salah satu upaya perbaikannya
adalah dengan meningkatkan derajat dari polinom yang digunakan. Untuk
itu kita akan membahas hampiran Taylor derajat dua.

f(z) = pa(x) = co + el — a) + ez — a)? (2)
Kita harus menentukan koefisien ¢y, c; dancy. Kriteria yang digunakan

adalah: f(a) = pa(a),  f'(a) =pha) f"(a) = ph(a)
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Substitusikan masing-masing kriteria di

atas pa da persamaan (??) maka akan ymi Aproksimasi polinom Taylor derajat 2 terhadap f(x)/diséidtarx:%
g /
diperolﬂeh c = fla), a = f'(a), dan | ///pz(,\')
C2 = 20 A /// f(x)=x’sinx
f// //
2
pa() = fla) + f(a)(x —a) + S (v — a)
Ty T I\1r
Polinom ps(z) disebut hampiran Taylor de- | L " \
Property of WD2011

rajat 2 dari f(x) disekitar titik x = a.

Contoh: Hampiri nilai In(0,9) dengan polinom Taylor derajat dua. [4]
Nilai "eksaknya”, In(0.9) = —0, 10536051565782630123

Aproksimasi Polinom Taylor derajat n
Bentuk umum polinom Taylor derajat n untuk menghampiri f(x) adalah:
fz) = palz) = o +ai(z —a) +ealr —a)’ + -+ ez —a) (3)
dengan kriteria
f(a) = pala), f'(a) =phla) f"(a) =pi(a),--- [T (a) = pi(a)
Substitusikan masing-masing syarat tersebut pada (?7), maka diperoleh:

//a (n)a
c=fla), a=fla), =02 .. ¢ =1

Jadi, bentuk umum hampiran polinom Taylor orde n dari fungsi f(x) dis-
ekitar titik a adalah:

() (4
f(@) = pu(2) = fa) + f(a)(x —a) + f"(a)

n!

f"(a)
2l

n

(x—a) + - + (x —a)

Hal khusus, bila a = 0 maka p,(z) disebut polinom Maclaurin:

O L TP
2! n!

f(@) = pa(x) = f(0) + f(0)z +

Soal-Soal:

1. Hampiri nilai In(0, 9) dengan polinom Taylor derajat empat. [a]
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2. Tuliskan polinom Maclaurin orde n dari f(z) = e”. o]
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Galat/Error /Kesalahan

Galat adalah perbedaan nilai dari suatu besaran dengan nilai hampirannya.
ilustrasi: cos(0,2) &~ 1 — 2(0,2)% + £(0,2)* ~ 0, 9800667

galat metode galat perhitungan
(galat pemotongan) (galat pembulatan)

Galat pemotongan terjadi karena adanya pemotongan rumus matematika
tertentu, sedangkan galat pembulatan diakibatkan karena keterbatasan
penyimpanan bilangan pada alat hitung kita.

Perlu diperhatikan, walaupun hasil hitungan numerik selalu berupa
hampiran, bila sumber galatnya hanya galat pemotongan, maka kita da-
pat mengatur besar galat yang terjadi sesuai dengan kebutuhan.
Hal ini dijamin oleh rumus berikut:

Rumus Sisa Taylor
Misalkan f(x) fungsi yang dapat diturunkan sampai (n + 1) kali disekitar
titik @, maka

fx)=f(a) + f'(a)(x —a) +

(n+1) (¢
dengan R, (z) = f(Tlg')

f"(a)

n!

(z —a)" + R,(z)
(x —a)"™, ¢ diantara z dan a  (suku sisa Taylor)

Secara umum nilai R,(x) tidak diketahui, tetapi batas atasnya dapat dicari.
Semakin besar n yang digunakan umumnya R, (z) makin kecil, mengapa?

Latihan:
1. Taksirlah batas galatnya bila In(0,9) dihampiri dengan ps(z). [a]

2. Hampiri €"® dengan galat tidak melebihi 0,001 [#]

. . ) 2
3. Galat suatu hasil perhitungan numerik adalah E = |<=2< smc

2 < ¢ < 4. Taksirlah batas maksimum galat tersebut. [e]

| dengan
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Diktat Matematika 2B, Untuk dipakai di ITB 1

Irisan Kerucut animation 1| |animation 2
Irisan kerucut adalah kurva yang terbentuk dari perpotongan antara se-
buah kerucut dengan bidang datar. Kurva irisan ini dapat berupa satu
titik, satu garis lurus, dua garis lurus yang berpotongan, elips, lingkaran,

parabola dan hiperbola.

Satu garis Sepasang garis

T

Elips Lingkaran Parabola Hiperbola

Irisan kerucut yang berupa elips/lingkaran, parabola dan hyperbola disebut
Conic. Secara umum conic dapat diformulasikan sebagai berikut:

Perhatikan sebuah garis lurus dan sebuah titik F
diluar garis tersebut. Conic adalah "kumpulan

Ao p‘/// semua titik P yang bersifat % = k dengan k
O suatu konstanta. Kumpulan titik-titik ini berben-
/ o tuk kurva di bidang.
\ F
. e Elips : conic dengan 0 < k < 1
\\\\ e Parabola : conic dengan k =1

e Hiperbola : conic dengan k£ > 1

Penurunan rumus Conic dalam bentuk persamaan x dan y dapat dilihat
pada buku-buku kalkulus.
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Diktat Matematika 2B, Untuk dipakai di ITB 2

Parabola
Bentuk umum : y = ax? + bz + ¢ dengan a, b, dan, ¢ konstanta.

Berikut disajikan grafik dari parabola untuk berbagai nilai a, b, dan, c.

4 4- 4
2 21 2
0 T T 1 0 - 0 T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
X X X
-2 -2 -2
—4 -4 -4
—a>0,D=0]
41 4 41
2- /—\ 2 2_
0 T T |
1 2 3 4 5
X

0 T — T ! 0 T T T T 1
1 3 4 5 1 4 5
X X
-2 -2 -21
_4- -4 44
— a<0,D=0]

Pada gambar di atas, D = b? — 4ac, disebut diskriminan.

b D

Puncak parabola adalah (—g-, — 7).

Catatan: Persamaan parabola dapat pula berbentuk = = ay?® + by + c.
Grafiknya berbentuk parabola yang membuka ke arah sumbu x positif atau
sumbu x negatif.
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Elips & Lingkaran

2 2
Bentuk umum : % + 55 =1
Bila a = b, persamaan di atas disebut lingkaran.

Bila a # b, persamaan di atas disebut elips.

[\

[\
[\
[\

)\

_9)\2 _1)\2
(1,_2)2 n (y_1)2 _ (.75322) + (9221> —1

Latihan:

1. Tuliskan persamaan 22 + y? — 4 + 10y + 13 = 0 dalam bentuk baku

dan gambarkan.

2. Tuliskan persamaan 422 + y? — 16z + 2y + 1 = 0 dalam bentuk baku

dan gambarkan.

3. Tentukan persamaan lingkaran yang ujung garis tengahnya melalui titik

(1,3) dan (7,11).
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Hiperbola

Ql’
a

Bila hiperbola di atas kita rotasikan dengan sudut sebesar 5 maka akan
diperoleh gambar hiperbola seperti di bawah ini.

xy==k, k>0

Tunjukkan bila hiperbola z* — y* = 1 dirotasikan sebesar 7 hasil-
nya adalah persamaan berbentuk xy = k dan tentukan nilai %.
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Persamaan Parameter Kurva di Bidang

Perhatikan sebuah partikel yang bergerak pada bidang datar. Lintasan
dari partikel tersebut merupakan sebuah kurva. Pada bagian ini akan
dipelajari tata cara merepresentasikan kurva tersebut dalam bentuk per-
samaan matematika. Perlu dipahami, tidak semua kurva dapat kita ny-
atakan dalam bentunk fungsi y = f(x). Sebagai ilustrasi, perhatikan dua
kurva berikut:

Y Y

X X

Kurva sebelah kiri dapat dinyatakan secara eksplisit y = f(z), sedangkan
kurva sebelah kanan berbentuk persamaan implisit f(z,y) = 0. Supaya
kurva di bidang dapat direpresentasikan dalam bentuk persamaan eksplisit,
maka diperkenalkan penyajian dalam bentuk persamaan parameter.

Misalkan x = f(t) dan y = g(t) dua buah fungsi kontinu pada interval
I = |a,b]. Pasangan (x,y) = (f(t),g(t)) disebut persamaan parameter
kurva di bidang dengan parameter ¢.

Contoh: z=t>+2t dany=t—-3 —-2<t<3
Untuk mendapatkan persamaan dalam x dan y, eliminasilah parameter ¢.

Yy

X
y=t—3<=1t=y+3, 15

x =12+ 2
v =(y+3)2%+2y+3)

‘3
r=y’+8y+15 —5H<y<0 <
-5
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Diktat Matematika 2B, Untuk dipakai di ITB 6

Contoh: Eliminasi parameter ¢ dari (z,y) = (acost,bsint), 0 <t <,
lalu gambarkan [4]

Istilah?
Diberikan persamaan kurva © = f(t) dany = g(t) a <t <D
e Titik (z(a),y(a)) disebut titik awal.

o Titik (x(b), y(b)) disebut titik akhir.
e Bila titik awal dan titik akhir berimpit, kurva disebut tertutup.

e Bila untuk setiap t; # t5 dengan a < t1,t2 < b berlaku
(x(t1),y(t1)) # (x(t2), y(t2)), maka kurva disebut sederhana.

Z D L[

sederhana, tidak sederhana, sederhana, tidak sederhana,
tidak tertutup tidak tertutup tertutup tertutup
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Sikloid

Sebuah roda berjari-jari a yang menggelinding sepanjang sumbu-z.

Le2are. .—

.. . 1
wD2011 .g/ip.nmtg)ilbﬂaz'd M N Pi*a ITB use Only 2Pi*a

Titik P mula-mula berada di titik asal. Selama menggelinding, jejak titik
P digambarkan sebagai kurva berwarna merah. Pada gambar di atas, titik
P telah menempuh sudut sebesar ¢. Kita akan menentukan posisi dari titik
P(x,y) sebagai fungsi dari t.

|ON| = panjang busur PN = at

r = |OM| = |ON| - [MN| = at — asint = a(t — sint)

y = |MP| = |NR| = INC| + |CR| = a — acost = a(l — cost)

Jadi persaman lintasan sikloid adalah (z,y) = (a(t —sint), a(1 — cost)).

Sikloid mempunyai keistimewaan berikut:

e Sebuah partikel dilepaskan dari titik P1 (lihat
gambar di samping) dan bergerak ke bawah
sepanjang lengkungan sampai di titik dasar L.
waktu tempuhnya akan minimum bila lintasan
tersebut berbentuk sikloid.

e Bila dua buah benda masing-masing dari posisi P1 dan P2 dilepaskan,
maka keduanya akan menggelinding dan mencapai titik L pada saat
yang bersamaan [Animation] Fenomena ini dijadikan dasar pembuatan

jam bandul
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Turunan Fungsi berbentuk Parameter

Misalkan (x,vy) = (f(t),g(t), a <t <0b menyatakan persamaan

kurva di bidang. Bila f'(t) dan ¢/(t) ada maka Z—i — g%flé = }C’C:((’g

Soal-Soal:

1. Tentukan % dari x = 5cost dan y = 4sint, 0<t<3. [4]

3
2. Diberikan = 2t — 1, y=1t*+2, Hitung [zy*dz. [9]
1

3. Hitung luas daerah di atas sumbu = dan di bawah lengkungan sikloid
(x(t),y(t)) = (t —sint,1 —cost) 0<t <27 [o]

URL:ftp2.math.itb.ac.id Warsoma Djohan/Prodi. Matematika - FMIPA - ITB/2015



Diktat Matematika 2B, Untuk dipakai di ITB 1

Sistem Koordinat Ruang, R’®

z z
_z/ k
T 7 oktgri 3 + oktan 2
-
I CARE — | )
: oktan 4
_'_
X X
Sistem koordinat R? Oktan 1, oktan 2, - - -, oktan 8
z z
¢ bidang yoz \\)(

Representasi titik di R? Jarak antara dua titik di R?
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Vektor

Dalam kehidupan sehari-hari kita mengenal dua macam besaran. Besaran
pertama adalah besaran yang cukup dinyatakan dalam sebuah nilai, misal-
nya besaran panjang, massa, luas, volume, muatan listrik, laju benda yang
bergerak, dan lain-lain. Besaran seperti ini disebut besaran skalar. Be-
saran jenis kedua adalah besaran yang mempunyai nilai dan arah, seperti.
kecepatan, gaya, torsi, dan lain-lain. Besaran seperti ini disebut vektor.

Untuk lebih memahami pengertian vektor, perhatikanlah ilustrasi berikut
ini. Sebuah partikel bergerak sepanjang sumbu-x ke kanan dengan laju
10 meter/detik. Partikel kedua bergerak sepanjang lingkaran berjari-jari
1 meter dengan laju sama. Di dalam fisika, kecepatan partikel pertama
adalah konstan (percepatannya nol), sedangkan kecepatan partikel kedua
tidak konstan (percepatannya tidak nol). Percepatan pada partikel kedua
berfungsi untuk mengubah arah geraknya.

Secara geometri, vektor biasanya digambarkan seba-
gai anak panah berarah, dan biasa ditulis menggu-
nakan huruf kecil tebal (1) atau huruf kecil dengan

anak panah diatasnya (). bangkal

Dalam bidang datar, arah sebuah vektor ditentukan
oleh sudut yang dibentuk anak panah tersebut
dengan sumbu z positif. Namun di dalam ruang
dimensi tiga, arah ini sukar untuk didefinisikan.
Untuk itu, kita akan merepresentasikan vektor

u
T}
W . :
/ memakai sistem koordinat.

Nilai/panjang sebuah vektor adalah panjang dari anak panah tersebut.
Dengan demikian nilai sebuah vektor selalu tak negatif. Bila sebuah vektor
bertanda negatif, hal itu hanya menyatakan arahnya saja.
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Representasi Vektor pada Koordinat Kartesius

Vektor pada koordinat kartesius digambarkan se-
bagai anak panah yang berpangkal di pusat ko-
ordinat.  Untuk membedakan dengan koordi-
nat titik, komponen sebuah vektor dituliskan di
dalam kurung lancip, seperti pada ilustrasi di

samping ini.

Panjang sebuah vektor  diberi notasi ||u||. Mis-

alkan @ = (uy,us) dan ' = (vy, vy, v3), maka

1@]] = \fud + a3, [[8]] = /v + 23+ 23

Pangkal sebuah vektor tidak selalu harus
berada di pusat koordinat. Sebuah vektor
yang berpangkal di titik P(zy,¥y1,21) dan
ujungnya di  P(x9,ys,20) adalah vektor
U= (T2 — T1,%2 — Y1, 22 — Y1).

Dua buah vektor dikatakan sama bila panjang
dan arahnya sama.

1 1 1 ’x
1 1 1
z
i i=<232>
y

Jadi kesamaan dua buah vektor tidak ditentukan oleh posisinya, tapi oleh

panjang dan arahnya.

Penjumlahan Vektor

Misalkan «# dan ¢ dua buah vektor. Untuk
menentukan @ + U, kita geser dan tempatkan
pangkal vektor ¢ pada ujung u. Hasil penjum-
lahannya adalah vektor dengan pangkal pada
pangkal @ dan ujungnya pada ujung v.

Secara aljabar, bila @ = (uy, us, ug dan ¥ = (v, v9, v3), maka

U+ U= (uy + vy, ug + vg, U3z + v3).
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Perkalian Vektor dengan Skalar

Misalkan & = (uq, us, us),

_ﬁ - <—U1, — U2, —U3>

<

2Uu = <2u1, 2U2, 2U3>

Diketahui AB = %A_C Nyatakan

vektor m dalam « dan U (a]

L Sebuah benda digantung seperti
2. pada gambar. Tentukan besarnya
gaya tegangan tali T{ dan Ty [4]

Sifat-sifat : Misalkan u, v, w tiga buah vektor dan a,b € R, maka:

.U+ v=v4+u (komutatif) 5. a(bi) = (ab)u = u(ab)
2. (U+0)+ W=7+ (u+w) (asosiatif) 6. a(d+7)=atd+ av/
3.4%+0=1 dengan 0= (0,0) 7. (a+b)u = au+ bu
4. 0+ (—d)=0 8. 10 =1
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Vektor Basis Y
Vektor basis adalah sekumpulan vektor-vektor f“
khusus, di mana vektor-vektor yang lain dapat diny- .
atakan sebagai kombinasi linear dari vektor-vektor E\
tersebut.
z

Vektor-vektor basis di bidang: “

-~ -~ 1

i =(1,0), dan j = (0,1) ap

Vektor-vektor basis di ruang: _7 7; y
7=1(1,0,0), j=1(0,1,0), dan k= (0,0,1) x/ 7"

Misalkan @ = (uy, us, u3), maka dengan menggunakan vektor-vektor basis
kita dapat menuliskannya sebagai berikut,
u =(uq, ug, ug)
= uy (1,0,0) +us (0,1, ,0) + u3 (0,0, 1)

AN

= ul/i\—l— UQ;—F us k

Hasil kali titik /dalam:

Hasil kali titik antara dua buah vektor @ dan v didefinisikan sebagai berikut:
di RQI U-v= <’LL1,U2> . <U1,?}2> = U1V + UV9
di RBI U-v= <’LL1, Ua, U3> . <U1, V9, ?}3> = UV + UV2 + U3V3

Hasil kali titik antara dua buah vektor adalah sebuah skalar. Konsep ini
banyak digunakan dalam bidang mekanika dan grafik 3 dimenasi.

Berikut ini disajikan sifat-sifat penting dari hasil kali titik,

URL:ftp2.math.itb.ac.id Warsoma Djohan/Prodi. Matematika - FMIPA - ITB/2015



Diktat Matematika 2B, Untuk dipakai di ITB 6

Sifat?: Misalkan %, 7, 0 tiga buah vektor dan ¢ € R, maka:

l.u-v=1v-u (komutatif)

N o o &~ w N
-l
]
I
o

Vektor Satuan

Vektor satuan dari sebuah vektor # adalah vek- 1
tor yang panjangnya satu dan searah dengan 1
vektor 1. Pada gambar di samping, s adalah ol
vektor satuan dari %, dan § = % \)
IEd >
Vektor Proyeksi
Vektor u diproyeksikan pada v dan hasilnya adalah vektor .
Akan ditentukan w dalam « dan v.
wi| = ||u]|cosO = ||u
] = | cos = ] 2
w = ||w|| x vektor satuan dari v.
p >
Sy S
v T T o GT = v
= [[l] @@ el — @ qar Y o
. — — — u-v —
Proyeksi vektor % pada vektor ¢ adalah vektor w = IGIE U
v
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Latihan:

1. Tentukan b supaya (8,6) dan (3,b) saling tegak lurus. [4]

Ty
Bila A = (4,3), B=(1,—1)dan C' = (6,—4), ={

2. gunakan konsep vektor untuk menentukan sudut -

3. Cari vektor proyeksi & = (—1,5) pada v = (3,3) [e]
4. Cari vektor proyeksi @ = (4,5,3) pada v = (2,2, —6) [o]

Persamaan Bidang di Ruang

Perhatikan bidang v (warna merah).
Titik P = (o, y0, 20) terletak pada bidang v.
Vektor 7 = (A, B, C') tegak lurus terhadap bidang v.

Akan ditentukan persamaan bidang v.

Misalkan ) = (x,y, z) sebarang titik pada
bidang v.

Bentuk vektor 1@ = (x — 20,y — Yo, 2 — 20)
Jelas ]@ 1n

(x —x0,y — Yo, 2 — 20) - (A, B,C) =0
Persamaan bidang v : A(x — x¢) + B(y — yo) + C(2 — 29) = 0.

X/ @roperty of w2011

Latihan:
1. Misalkan P = (1,2,3) dan @Q = (4,4, —2). Tentukan persamaan bidang yang
melalui titik P dan tegak lurus terhadap vektor @ (o]

2. Tentukan sudut antara bidang 3z — 4y + 7z = 5 dan bidang 2z + 4y + 3z = 8. [e]

3. Buktikan jarak dari titik (g, yo, z0) ke bidang Ax + By + C'z = D adalah

|A$0+By0+CZQ—D| E]
VA2+B24C?

URL:ftp2.math.itb.ac.id Warsoma Djohan/Prodi. Matematika - FMIPA - ITB/2015



Diktat Matematika 2B, Untuk dipakai di ITB

Hasil Kali Silang (Cross Product)

Hasil kali silang hanya didefinisikan pada vektor di R3. Misalkan @ =
(u1, u2, u3) dan ¥ = (w1, v9,v3) dua buah vektor. Hasil kali silang dari @

dan v didefinisikan sebagai:
i J k i j k
UX U= Up Uz U3 | = Uo U3z | T | Up us | + | ur uo
U1 V2 V3 Uy Vs U1 (O8] V1 V2

A~

U X U= (UQ V3 — U3 Ug)g — (u1 V3 — U3 1)1)5 + (u1 V2 — U9 ’Ul)k

Sifat-Sifat: Misalkan u, v tiga buah vektor maka:
1. (uxv) Lu dan (u x v) L U, akibatnya
U-(uxv)=0 dan U (ux v)=0
2. U, U, dan (& X U') membentuk "right handed triple”

3. ||w x v|| = ||u]|||v]| sin€, dengan 6 sudut antara « dan .

Latihan:
1. Cari persamaan bidang yang melalui tiga titik (1, —2,3), (4,1, —2), dan (=2, -3,0). [4]

2. Periksa, apakah hasil kali silang bersifat komutatif, yaitu @ X ¥ = v x 1. |E|

3. Tunjukkan, secara geometri, ||¢ x ¥/|| adalah luas jajaran genjang seperti pada
gambar di sebelah kiri bawah. [e]

4. Tunjukkan, secara geometri, |@ - (@ x v)| adalah volume " parallelepiped” seperti
pada gambar di sebelah kanan bawah. [e]

S
<

a vV Property of WD2011
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Fungsi Bernilai Vektor dan Gerak Sepanjang Kurva

Perhatikan sebuah titik P yang bergerak di ru-
ang dengan lintasan seperti pada gambar di

N

3 samping kiri. Posisi titik P pada saat ¢ diny-
% P atakan oleh vektor yang berpangkal di titik asal
g F(0) dan ujungnya di titik P. Posisinya tersebut da-
S

pat ditulis sebagai 7(t) = (f(t),9(t),h(t)).
Vektor 7" merupakan fungsi dengan variabel real

* t dan nilainya adalah sebuah vektor. Fungsi
demikian disebut fungsi bernilai vektor.

Secara umum, fungsi bernilai vektor adalah sebagai berikut::

F(t)=f(t)i+g(t)j = (f(t),g(t)) dengan t € R
atau

F(t) = f(t)i+g(t) ] +h(t)k = (f(),g(t), h(t))  dengan t € R
Untuk selanjutnya hanya akan dibicarakan fungsi bernilai vektor di ruang.

Untuk fungsi bernilai vektor di bidang aturannya sama saja, hanya kom-
ponennya dua buah.

Kalkulus Fungsi Bernilai Vektor

Pengertian konsep limit untuk fungsi bernilai vektor "sama” dengan kon-
sep limit di fungsi real biasa. Untuk perhitungannya berlaku sifat berikut:

Misalkan ﬁ(t) = (f(t),g(t), h(t)), maka hmF( ) = (lim f(¢), limg( ), lim A(t))

t—c t—c t—c t—c

Turunan dan Integral fungsi bernilai vektor juga mewarisi sifat-sifat di
fungsi real sbb:

Misa_!kan F(t) = (f(t), g(t)), maka
a. F'(t) = (f'(t),g'(1))

b. [F(t)dt = ([ f(t)dt, [ g(t)dt
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Diktat Matematika 2B, Untuk dipakai di ITB

10

Sifat? Operasi Aljabar Fungsi Bernilai Vektor:

Misalkan F'(¢), G(t) fungsi bernilai vektor, h(t) fungsi real dan ¢ € R,

Contoh: Diberikan F'(t) = (2 + )7 + €' J.
a. Tentukan F'(t) dan F"(t) dan sudut antara F’(0) dan F"(0).

1
b. Tentukan D,[t*F(t)] dan [ F(t)dt [4]
0

Perhatikan sebuah titik P yang bergerak di bidang/ruang dengan posisi
setiap saat 7(¢). Dari hukum Fisika, kecepatan ¢ dan percepatannya @

adalah: o(t) = 7(t), dan a(t) = 7"(t)

Arah dari vektor kecepatan v dapat dikaji dari

definisi turunan 7/, yaitu ¥(t) = lim w
h—0
Dengan demikian arah ¥ sama dengan arah garis

singgung terhadap ().

F(t+h)-F(1)

I
1
/

Property of WD2011

Latihan:

1. Sebuabh titik P bergerak sepanjang lingkaran berjari-jari r dengan laju w rad/detik.
Bila kedudukan awalnya di (1,0), tentukan kecepatan dan percepatannya pada

saat ¢t = 0,5 dan gambarkan. [e]

2. Sebuah titik P bergerak dengan posisi setiap saat (x,y) = (3cost,2sint). [e]
a. Gambarkan grafik lintasan P dan arahnya.

b. Tentukan kecepatan, laju dan percepatannya.
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Diktat Matematika 2B, Untuk dipakai di ITB 11

c. Tentukan saat kapan lajunya maksimum dan berapa nilainya.

d. Tunjukkan vektor percepatannya selalu menuju titik asal.
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Permukaan di Ruang: Bidang 1 ITB USE ONLY

Z Persamaan bidang 4x + 6y + 15z =24

Bidang 1

X |
WD2009 : materikuliak. math.ith.ac.id
ITB use only

Menggambar bidang 4x+ 6y + 15z = 24

Perpotongan dengan sumbu-sumbu koordinat: (6,0,0),(0,4,0),(0,0,1.6).
Hubungkan ketigatitik tersebut dengan garis lurus

Warnai bidang tersebut
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Permukaan di Ruang: Bidang 2 ITB USE ONLY

Bidang 2 )
bidang z=1.7

bidang x=0
“ihulich. math.ith.ac.id  1TB use only
Menggambar bidang yang sejgjar dengan bidang koordinat
bidang x = 0, disebut juga bidang yoz

bidang y = 0, disebut juga bidang xoz
bidang z= 1.7. Bidang ini sgjgjar dengan bidang xoy. |
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ITB USE ONLY
. k4
Bidang 3

bidang x+2y=6

-

y

L}
X
WD2009 : mutarikulliah.math.iib.uc.fd ITB use only

Menggambar bidang x+ 2y = 6

Gambarkan garis X+ 2y = 6 pada bidang xoy
Nilai varibel z bebas, jadi tinggal ditarik sgjgjar sumbu z. [ |
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Permukaan di Ruang: Bidang 4 ITB USE ONLY

) /|z
Bidang 4 4

/ bidang x+3z=6

/ ”

-

--bfi""\
/ 1

y

v

‘ ITB use only
WD2009 : materiluliah.math. ith.ac.id

Menggambar bidang x+ 3z= 6
Gambarkan garis x+ 3z = 6 pada bidang xoz
Nilal varibel y bebas, jadi tinggal ditarik sejgjar sumbu y. [ |
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Permukaan di Ruang: Silinder ITB USE ONLY
Silinder

Silinder adalah permukaan di ruang yang dibangun oleh sebuah
persamaan (tak linear) yang melibatkan dua buah variabel, sedangkan
variabel ketiga bebas.

Contoh: (&) X*+y*=9 (b)x°+4?=10 (Qy=x°

Menggambar silinder X2 +y? = 9.
Irisan dengan bidang XOY : X2 4y2 = 9.
Nilai Variabel z bebas.

Il

|

Animation 1 Animation 2 ]

1]
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Permukaan di Ruang: Bola ITB USE ONLY

Bola
Bentuk umum: X2 +y2 422 =r2,

Irisan dengan bidang XOY : X% +y? = r2,
Irisan dengan bidang XOZ : X2+ 22 =r2.
Irisan dengan bidang YOZ : y* + 72 = r?2.

Animation I
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Permukaan di Ruang: Elipsoida ITB USE ONLY

Elipsoida

Bentuk umum: g—i—i-é é =r2

Irisan dengan bidang XOY : g—z + g =r2
Irisan dengan bidang XOZ : g—i + é r2.

Irisan dengan bidang YOZ : §+ é =r2

Animation B
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Permukaan di Ruang: HiperboloidaBerdaun Satu ITB USE ONLY

Hiperboloida Berdaun Satu

Bentuk umum: g—i + g — é =1

Irisan dengan bidang XOY : g—z +§ =1
Irisan dengan bidang z=k :

2 Y K X Y K?
?+@_?_1'<:>?+@_1+@'

No

Irisan dengan bidang YOZ : g—?=1<=>y2 Z 1.

[

No

I'risan dengan bidang XOZ : §—g=1<:>§—§=

Animation 1 Animation2 R

Kalkulus 2B / MA-ITB /W.D. / 2014 (ITB) Permukaan Standard di Ruang January 21, 2016 42/ 46



Permukaan di Ruang: Hiperboloida Berdaun Dua ITB USE ONLY

ﬁg

@

Irisan dengan bidang YOZ :

Irisan dengan bidang XOZ : —%; +

Kalkulus 2B/ MA-ITB / W.D. / 2014 (ITB)

Hiperboloida Berdaun Dua

D D
Bentuk umum: —% — 5 +5 =1
Untuk x=0dany=0, z= +c.
Irisan dengan bidangz=k, k> c:

2 PR v
—g—@—Fg—l <:>a2—|— C2 -1

02 -
Z _
c2
Animation 1 Animation2 R
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Permukaan di Ruang: Paraboloida ITB USE ONLY

Paraboloida
XY
Bentuk umum: z= % + .
Untuk x=0dany=0, z=0.
Irisan dengan bidangz=k, k> 0:

_ XY 2 oY
k—¥+@<:>@+m—1.

Irisan dengan bidang YOZ : z= g.
Irisan dengan bidang XOZ : z= X—z

a

Animation 1 Animation2 R
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Permukaan di Ruang: Parabol oida-Hiperboloida ITB USE ONLY

Paraboloida-Hiperboloida
R

Bentuk umum: z= —% + .

Irisan dengan bidang XQY

2
0:—§+§<:>y:igx

Irisan dengan bidang yoz: z= g.

Irisan dengan bidang xoz: z= —g—i.

Irisan dengan bidang z=k, k>0: k= —% + y:

[
Irisan dengan bidang z=k, k<0: k= —;—2 + g. Animation B
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Permukaan di Ruang: Kerucut-Elips ITB USE ONLY

Kerucut-Elips

Bentuk umum: 2 + y2 é =0.

Irisan dengan bidang xoy : titik (0,0,0).

Irisan dengan bidang xoz :%; — Z Qe z= + 2x

Irisan dengan bidang yoz : % — 2 — 0 <—> 7z — + B

‘2 2T cY
. . 2
Irisan dengan bidang z=k: X—§+§—';—§ =0 §+§ = %
Animation 1 Animation 2 B
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Fungsi Dua/Lebih Peubal ITB USE ONLY

Fungsi Dua Peubah
Fungsi real dengan dua peubah real adalah fungsi yang meksada
pasangan teruryk,y) € R? dengan sebuah bilangare R.

Notasi:z=f(x,y). '
x dany disebutpeubah/variabel bebas
zdisebutpeubah/variabel tak behas

y—x

Contoh:f(x,y) = 27—

fi(xy)—z

Daerah definisi/Domaidari fungsif, dinotasikarD;, adalah kumpulan
semua pasangdm,y) sehinggd (x,y) terdefinisi/punya nilai.

Daerah Nilai/Rangéari fungsif, Rr = {z€ Rjz=f(X,y), (X,y) € Ds}.

Latihan: Tentukan daerah definisi dari contoh di atas lalu gambar & .
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Grafik Fungsi Dua Peubal ITB USE ONLY

Grafik fungsi dua peubah= f (x,y) merupakan
suatu permukaan di ruang (lihat gambar di samping).

Dari pembahasan gambar-gambar permukaan
standard di ruang yang lalu, tentukanlah mana yang
merupakan fungsi dan mana yang bukan.

Contoh: Gambarkan grafiz = $+/36— 9x2 — 4y?
Kuadratkan ke dua ruas, maka diperoleh bentuk

X2 +4y?+97 =36 z>0

Persaman terakhir adalah persamaan elipsoida.

Secara umum menggambar fungsi dua peubah cukup sukar.
Cara lain yang lebih mudah untuk menggambarkan fungsi dulagieadalah
dengan membudatontur/kurva ketinggiannya.
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ELSEONTY
Kurva Ketinggian /Peta Kontur

Diberikan sebuah permukaan- f (x,y).

Iriskan permukaan tersebut dengan bidaagk

Hasil irisannya berupa sebuah kurva di ruang.

Proyeksikan kurva tersebut pada bidaog

o Feinagian Hasil proyeksi ini disebut kurva ketinggian dari
feoy)=k z=f(x,y) dengan ketinggiak

Kurva ketinggian dari sebuah fungsi dua peubahf (x,y) adalah
kumpulan titik-titik pada bidangoy yang mempunyai nilai fungsi /
ketinggian sama.

Gambar beberapa kurva ketinggian dengan berbadiaebutpeta kontur.

Contoh: Gambarkan peta kontur dari= %\ /36— 9x2 —4y2 &
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MELS e

Diskusi:
@ Mungkinkah dua buah kontur dengkerbeda, berpotongan ?

@ Mungkinkah dua buah kontur yang tidak berpotongan mempunihga k
yang sama ?

Latihan: Gambarkan peta kontur dari: @=xy & (b)z=y>—x°. o
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ELSEONTY
Fungs Tiga Peubah

Fungsi real dengan tiga peubah adalah fungsi yang memauaakangan
terurut(x,y, z) dengan satu bilangan raatlan dinotasikanu = f(x,y, z).

Contoh: (@)u=Tf(x,y,2) =x2+y>+2Z (b)v=9(Xy,2) = VX+Y?
(c) Temperatur setiap titik dalam suatu ruang,y,z) = z— x — y2.

Grafik fungsi tiga peubah sudah tidak mungkin digambarkaangapa?
Peta konturnya dapat kita gambar dan berbentuk permuKaanz) = k.

Contoh: Gambarkan peta kontur daFix,y,z) = z— x — y2.
Persamaan kurva ketinggiannya: x2 — y? = k
z=x>+y*+k

Peta kontur berupa kumpulan paraboloida.
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ELSEONTY
Turunan Parsial

Turunan parsial dari fungsi dua peubah bertujuan untuk imantg
gradien/tanjakan/laju perubahan ketinggikami kurva yang merupakar
perpotongan permukaan= f (x,y) dengan bidang yang sejajar denga
bidangxoz atau bidangoz.

Untuk itu dikenal ada dua macam turunan parsial, yaitu:
a. Turunan parsial terhadap variakel &
b. Turunan parsial terhadap varialyel &

Cara menentukan turunan parsial sebuah fungsi dua peulahssga
dengan cara menentukan turunan fungsi satu peubah. Uidskya
ikutilah contoh berikut ini.

Contoh:
Tentukan semua turunan parsial pertama taciy) = x2y° + ey, &

Kalkulus 2B / MA-ITB / W.D. / 2014 (ITB) Kalkulus Fungsi Dua Peubah atau Lebih January 21, 2016 53/ 7E



Turunan Parsial Kedua

Turunan parsial pertama dari fungsi dua peubahf (x,y) akan menghasilkan
dua buah fungsi bariy(x,y) danfy(x,y). Bila kedua fungsi ini diturunkan lagi
terhadap variabel dany, hasilnya disebut turunan parsial kedua.

Berikut disajikan notasi dan definisi turunan parsial kedua

a of
f (X y) ( X) _ d f (X y) — lim fx (XHAXY) —fx (X,y)

Ax—0 Ax

0(ax) o i BOYHAY) (k)
fy(XY) = =5y~ = zya (%Y) —AIIVTOA—y
a(ot

Ax—>0

S
m‘g)“

)

f (X y) Ay—0 Ay

e (x+Ax%Y) —Tx (%,y)

_ 0_21; (xy) = lim O y+ay)—fy(xy)
y

Latihan: Tentukan semua turunan parsial kedua tlagy) = x2y3 + €. &
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MELS e
Limit Fungs 2 Peubah

Misalkanz = f (x,y) fungsi dua peubah daja, b) € R?. Kita akan
mengamatkecendrungan nilai f (x,y) bila (x,y) mendekati titik (a,b).

Perhatikan grafik dan peta kontur difk,y) = XZ*zz berikut ini:

X2+
V‘"‘

XA
A&W@@%ﬁ%

Perbesaran gambar 2, 10.000 ki
Bila (x,y) — (0,0) sepanjang sumbyj nilai f (x,y) — 1

Bila (x,y) — (0,0) sepanjang sumby f(x,y) —» —1

Bila (x,y) — (0,0) sepanjang garig=X, f(x,y) — 0
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Limit Fungsi Dua Peubah: Pendekatan Intuitif ITB USE ONLY

Perhatikan grafik dan peta kontur d&fx,y) = x? +y? berikut ini:

Perhatikan peta kontur paling kanan.
(bila kurang jelas, perbesarlah tampilannya).

Kurva biru menunjukkan jalur-jalur yang semuanya menuijk ésal.
Pada tiap jalur, amatilah kecendrungan rilad y) bila (x,y) — (0,0).

Apakabh tiap jalur memberikan kecendrungan rfilai y) yang sama ?
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Limit Fungsi Dua Peubah: Definisi Limit Fungsi Dua peubd ITB USE ONLY

x5 f(x, y)
/
(a, Q)ﬂ} Less than € \\

L

1
|
|
i
!
i [0} a X

Limit dari fungsi dua peubaf(x,y) untuk (x,y) mendekatia, b) disebutlL,
ditulis ( I)irr(1 b)f(x,y) = L artinya untuk setiag > 0, selalu dapat dicad > 0
Xy)—(a,

sehingga &< |(x,y) — (a,b)| < 0 = |f(x,y) —L| < €.

Catatan: |(x,y) — (a,b)| = \/(x—a)2+ (y — b)2
Fungsif tidak perlu terdefinisi pada titika, b).

Nilai limit f(x,y) tidak boleh bergantung pada ar@gtly) mendekatia, b).
(Pada fungsi dua peubah tidak ada konsep limit kiri atau kanan).
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ELSEONTY
Soal-soal Latihan Limit Fungsi Dua Peubah

. a
1. Periksa lim X_y2 .
(xy)—(2.2)

. e
2. Periksa lim 3X20 o
(xy)—(00) X*FY

. 2
3. Periksa lim Xﬁyz .
(xy)-(00) X' =y*

4. Periksa Iim

7Xy [ ]
(x,y)—(0,0) (X2+y2)2

2
5. Periksa lim =Y, e
(xy)—(00) X*+Y?
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ELSEONTY
Kekontinuan Fungsi Dua Peubah

Definisi: Fungsi dua peubah= f (x,y) disebut kontinu di titik(a, b) bila
memenuhi< )Iimb)f(x,y) =f(ab)
X,y)—(a,

Sifat-sifat:
@ Misalkanf(x,y) dang(x,y) kontinu di(a,b) maka
f+g,f —g, fg, danf /g kontinu di(a,b).

@ Polinom dua peubalp(x,y) = a+ bx+ cy + dx?+ exy + fy? + - - - kontinu diR?
@ fungsirasional dua peubah kontinu di seluruh daerah defyas

@ Fungs komposisi. Misalkang(x,y) kontinu di(a,b) danf (x) kontinu dig(a,b),
maka(f o g)(x,y) = f(g(x,y)) kontinu di(a,b).

Contoh: Jelaskan kekontinuan funggix,y) = cogx® — 4xy + y?)
Jawab: Nyatakarf (x,y) = (goh)(x,y) dengarh(x,y) = x> — 4xy + y? dang(x) = cosx.

Fungsih kontinu di sebarang titikx, y) € R?, dan fungsig kontinu diselurutR, maka
fungsif kontinu di setiap titik pad&®?.
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MELS e

Kekontinuan Fungsi Dua Peubah di Himpunan

Fungsi dua peubak = f(x,y) disebut kontinu di %/@ \\\

Sc R? bilaf kontinu pada setiap titik pada !

Bila S memiliki "batas”, maka proses limit hany. '\‘
dilakukan sepanjang jalur yang beradadalam Ss /

-
........

Sifat: Misalkanf (x,y) fungsi dua peubah.
Bila fyy danfyy kontinu padehimpunan buka S, makafy, = fyx.
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ELSEONTY
Turunan Berarah

Konsep turunan berarah bertujuan untuk mengetahui lajubpéian
nilai fungsi dua peubah/lebih di suatu titik pada arah teétie

Animasi turunan beraral# .  Contoh pada masalah sehari-h & .

Perhatikan permukaan= f (x,y)
P(a,b) titik pada daerah definigi

U vektor satuan yang berpangkalRli

Directional Derivative

Iriskan permukaan tersebut dengan bidan
tegak yang melalui P dan searah dengan
Hasilnya berupa sebuah kurva.

Buat garis singgung di titika, b, f (a,b)).

Akan dihitung gradien/tanjakan dari garis
singgung tersebut.

Kalkulus 2B / MA-ITB / W.D. / 2014 (ITB) Kalkulus Fungsi Dua Peubah atau Lebih January 21, 2016 61/7E



MELS e
Turunan berarah dazi= f(x,y) di titik P(a,b) pada arah vektor satu@n
of __ f(P+ho)—f(P)

73(P) = ut(P) = i

dengarP =<a,b>

5
UFT
e
ZR5%e
&
200 %

e
.#%:'..
V44

s,
27
LA
"/’z
2%
XSS
RS

o
LA
Z
G
2
&y,

%
7
%
b
RS
=

4
S,

S
o
CLE
e

029
sy
A
7
0'0
&'A
%
%
55

I8

U= <1,0>
of o, _of of of
1" = 5x® 5P = d_y(P)

Teorema: Misalkaz = f (x,y) terdiferensial di sekitar titil?, dant vektor
f - o
arah satuan mak %(P) =0f(P)-u, Of(P)=<f(P),fy(P)>
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112U @Y

Soal-soal latihan:

@ Misalkanf (x,y) = 4x? — xy+ 3y?, tentukanDf di titik (2, —1)
(a.) pada arai = (4,3) (b.) pada arah menuiju titit5, 3).

© Misalkanz=f(x,y), pada arah manakdbyf () maksimum?

© Diberikan temperatur sebuah keping pada setiap(titix) adalah
T(x,y) = 4x%> — xy + 3y°. Seekor kutu berada di posidi, 2). Pada arah
manakah dia harus bergerak agar mengalami penurunan tonper
terbesar.

© Alief sedang berada pada lereng gunung Bromo. Bila Dia lbakgee
utara, laju perubahan ketinggiannya adalah 0,7 metdt/detilangkan bila
bergerak ke arah barat laju perubahan ketinggiannya 0 &rfdetik.
Tentukan laju perubahan ketinggian gunung bila dia bekgezaarah
timur laut. Petunjuk: gambarkan arah mata angin dengan arah timur dan
utara masing-masing menggambarkan sumbu x positif dan y positif
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Turunan Berarah vs Vektor Gradien:

Perhatikan kurva ketinggian dengan leyel
dari fungsiz=f(x,y).

Titik P(a,b) berada pada kurva tersebut.
U vektor singgung satuan satuan di tiBk
Nilai Dyf (P) =0, mengapa ?

Dilain pihak Dyf (P) = Of (P) -
JadiJf(P)-u=0

Kesimpulan:Of (P) tegak lurus terhadap lengkungén

Perluasan konsep: MisalkanF(x,y, z) = k sebuah permukaan d&wsebarang
titik di permukaan tersebut, mak# =< Fy(P),Fy(P),F,(P) > tegak lurus
permukaan di titik°. Bukti & .

Latihan: Diberikan fungsiz= XZZ +y2. Tentukan vektor gradien di titik2, 1),
lalu gambarkan kurva ketinggian beserta vektor gradiennya
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Bidang Singgung

Perhatikan grafik permukad(x,y,z) = 0
P(a,b,c) titik pada permukaan tersebut.
Dibuat bidang singgung yang melalui titik P.

Bagaimana menentukan persamaan bida
singgung tersebut?

Fe)=0 OF(P) tegak lurus permukadhf(x,y,z) = 0.

JadiJF (P) adalah vektor normal dari bidang singgung.
Tetapkan sebarang titi®(x,y, z) pada bidang singgung tersebut.
JelasdF (P) tegak Iurusi% :

JadiF(P)- < x—a,y—b,z—c>=0.

< 9 (P), % (P),E(P) > <x-ay-bz—c>=0 -
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VF(P)

Bidang singgung pada permukaan z= f(x,y)
i MisalkanP(a,b,c) titik pada permukaan.
| Tulis z= f(x,y) sebagaF(x,y,z) =f(x,y) —z=0.

- | ¢ Sl N e . ﬁ ﬁ
- \"\\\7 j ;DF _< ox’ dy’ 71 >

Persamaan bidang: %(P), g—;(P),—l >-<X—ay—bz—c>=0

Soal-soal latihan:

© Tentukan persamaan bidang singgung terhadapy? + 272 = 23 di titik
(1,2,3).

@ Tentukan persamaan bidang singgung terhadap? + y? di titik (1,1,2).

© Tentukan persamaan bidang singgung yang sejajar dengamgixioly
terhadagm = x? — 2xy — y* — 8x + 4y.
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Diferensial Total dan Aproksimasi

Sebelum membahas konsep aproksimasi, amatilah visudiesalsut: &

Diberikan fungsi dua peubah= f(x,y).

(Yo f (5 ))

Titik (xo0,Yo0) dan(x,y) di domainf.

4o, Diferensial darpeubah bebasx dany,
By T dX: AX: X —
/ () ";\r}“\"w XO

@)
Padapeubah tak bebas z, nilai Azdandz tidak sama.

Az=1(x,y) —f(x0,Y0), perbedaan nilai fungsi pada permukaaanf (x,y).
Persamaan bidang singgurmg: f (xo,Yo) = fx(Xo, Yo)dx+ fy(Xo, Yo)dy.
Pada gambar di atas- f (Xg, o) adalah segmedz, jelaskan?

dz = fy(Xo, Yo)dx+fy(Xo,yo)dy disebut diferensial total dari fungsi
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Misalkanf terdiferensialkan di lingkungan yang memus, yo) dan(x,y).
Bila |(x,y) — (X0, Yo0)| — 0 maka|Az— dzl — 0, mengapa?

Jadi untuk keperluan aproksimasi, digunakan hubungan

f(x,y) —f (¥0,Y0) = AZ = AZ=tx(x0, yo) dx+fy (%0, Yo) dl.

Latihan:
@ Misalkanz = 2x® + xy — y3. TentukanAz dandz bila (x,y) berubah dari

(2,1) ke (2,03; 098).
@ Gunakan hampiran diferensial total untuk menghity/8y9 - 9,1.
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Aturan Rantai

Aturan ini berfungsi untuk menentukan turunan dari sebualysi komposisi.
Berdasarkan jenis fungsi komposisinya, dikenal 2 jenisaatuantai.

Aturan Rantai jenis 1
Diberikan fungsiz = f (x,y) dengarx = x(t) dany = y(t).
Perhatikan bahwa terhadap peubahmerupakan fungsi satu peubah.

dz Jdzdx n dz dy
d oJxdt Jdydt

Latihan:

© Misalkanz= x% dengarx = 2t dany = t2. Tntukan&.

@ Sebuah silinder jari-jari alasnya= 10 cm dan tingginydn = 100 cm.
Silinder tersebut dipanaskan sehingga memuai dengandajanpbahan
jari-jarinya 0,2 cm/jam dan laju pertambahan tingginyadyBjam.
Tentukan laju pertambahan volumenya setiap saat.
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Penurunan Fungsi Implisit Memakai Aturan Rantai jenis1
Diberikan fungsi satu peubah dalam bentuk imkgik,y) = O.
Pada persamaan di atas tersirat x dany = y(x).

TurunkanF(x,y) = 0 terhadapx memakai aturan rantai jenis 1.
OF dx OF dy 0

X dx | dy dx
Dengan menging% =1, diperoleh

oF N oF dy 0

ox  dydx
Dari persamaan terakh% dapat ditentukan.

Latihan: Tentukan® darix® +x2y — 104 =0

dx
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Aturan Rantai jenis 2
Diberikan fungsiz = f (x,y) dengarx = x(s,t) dany = y(s,t).
Perhatikan bahwa terhadap peulfgh), f merupakan fungsi dua peubah.

0z_0z0x 020y .= 0z 020x 020y
ds 0xds 0Jyds ot  oJxodt Jy ot

Latihan: Misalkanz = x3y dengarx = 2s+ 7t dany = 5.
TentukangZ dan4Z.
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Penurunan Fungsi Implisit Memakai Aturan Rantai jenis 2

Diberikan fungsi dua peubah dalam bentuk imlisik,y,z) = 0
Pada persamaan di atas tersiat x, y =, danz=f(x,y).

TurunkankF(x,y, z) = 0 terhadap« dany memakai aturan rantai jenis 2.

OF Ox OFdy OFdz_ . . OFox OFdy OF9z_
Ox 0x = 0y Ox 0z dx ox dy odyady dzady
Dengan menging#ﬁ =1 dan%’ =1, diperoleh

oF dFdz _ 0  dan oF dFdz
dx 9z 9x dy dzdy

Dari persamaan terakhi%( dan az dapat ditentukan.

L atihan: TentukangZ dangZ darix®e/*?—ysin(x—2) = 0
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Maksimum dan Minimum Fungsi Dua Peubah
Perhatikan grafik permukaar= f(x,y)

f dikatakan mencapai maksimum jgj bila

f(po) = f(p) Vp € Dy.
f(po) disebut nilai maksimum.

titik ekstrim lokal
g

f dikatakan mencapaminimum di pg bila

f(po) <f(p) v p < Dr.
f(po) disebut nilai minimum.

titik ekstrim lokal

f dikatakan mencapai maksimum lokalggibila f (pg) > f(p) untuk semua
titik p di sekitar po. f(po) disebut nilai maksimum lokal.

f dikatakan mencapai minimum lokal g bila f (pp) < f(p) untuk semua
titik p di sekitar po. f(po) disebut nilai minimum lokal

Untuk selanjutnya titik maksimum/minimum disehiitk ekstrim.
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Titik ekstrim tidak selalu ada (berikan contoh).

Bila daerah definisi dafi(x,y) berupahimpunan tertutup danterbatas,
maka titik ekstrim dijamin ada.

(Teorema titik kritis). Titik ekstrim selalu merupakan salah satu dari:
a. Titik stasioner, yaitu titik yang memenuhi hubundgah = 0
b. Titik singular, yaitu titik yang turunannya tidak ada
c. Titik batas dari D¢
Contoh: Tentukan titik ekstrim lokal darfi(x,y) = x> — 2x+ yzz.
fu(x,y) = 2x— 2 danfy(x,y) = 3. Titik stasioner(1,0) danf(1,0) = —1
Titik singular dan titik batas tidak ada.
f(xy) = x2—2x+§ = x2—2x+1+y72—1 = (x—1)2+§—12 —1

Jadi(1,0) merupakan titik minimum, dan tidak ada titik maksimum.
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Teorema Pengujian titik ekstrim lokal
Misalkanf (x,y) mempunyai turunan parsial kedua yang kontinu disekitiér ti
stasioneo(Xo, o). TetapkarD = fi(Po) fyy(Po) — f,2(po), maka
a. JikaD > 0 danfy(po) < 0, makapy titik maksimum lokal.
b. JikaD > 0 danfy(po) > 0, makapy titik minimum lokal.
c. JikaD < 0, makapy titik pelana (bukan titik ekstrim).
d. JikaD = 0, tidak ada kesimpulan.

Latihan:

© Tentukan titik ekstrim lokal / titik pelana dazi= ‘a—f + g.
@ Tentukan titik pada® = x?y+ 4 yang jaraknya paling dekat ke titik asal.
@ Tentukan titik ekstrim darii(x,y) = 24 x? +y? pada daerah
S={(xy) : x2+§ <1}
petunjuk: untuk mencari titik ekstrim pada batas S, gunakan substitusi
X=cost dany = 2sint dengan 0 < t < 211.
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Matriks

o Matriks: kumpulan bilangan yang disusun dalam bentuk persegi pgnja
o Matriks biasa ditulis menggunakan huruf besar dengan apttdbal.

4 -3 7 2

-2 7 6 -4

o Contoh:A = 8 -7 3 -1
-5 5 0 -2

-1 3 3 8

o Ukuran matriks ditentukan oleh banyaknya baris dan kolamny
Pada contoh 1, ukuran matriRsadalah 5x 4, dinotasikamss4.

o Elemen/anggota sebuah matrikslitulis memakai huruf kecilg;.
ap 3 artinya elemen pada baris ke 2 kolom ke 3, pada contoh 1 yéldin
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Dasar-Dasar Matriks

Jenis-JenisMatriks

ITB USE ONLY

@ Matriksbujur sangkar: matriks dengan ukuran baris dan kolom sama.

Contoh:B = [

-2
o Matriksdiagonal: matriks dengan sifed;; = O untuki # j.

_3 ] matriks bujur sangkar R 2.

o Matriks segitiga atas: matriks dengan sifad;; = O untuki > j.

o Matriks Baris. matriks yang terdiri dari satu baris.

o Matriks kolom / Vektor: matriks yang terdiri dari satu kolom.

0
X
0
00

o O X

0
0
X
0

0

0
0
X

4 -3 7 2
0 7 6 -4
0O 03 -1
0O 00 -2

Matriks diagonal
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matriks baris

4
7
-9
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Operasi Pada Matriks

@ MisalkanA danB dua matriks dengan ukuranx mdanA € R.

ajn+bin ap+bix - am+bim
ap+bo ap+by - am+bom
A+B= . . .
an1+bn an+bn - am+bim
Aajir Aapy -+ Aagm
Aagy Aagp -+ Aagm
AA = ] ]
Adny Aan2 -+ Aamm
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Perkalian Dua Buah Matriks
o MisalkanAnxk danByxm.

Matriks C = AB adalah matriks berukuramx mdengan
Cij = ai1byj + ai2byj + aisbg + - - + aikhy

cjj - baris kei dari matriks A kali kolom kg dari matriks B
o Contoh:
[ 4 -3 7] ; é _[40 —28]
-2 76 | 48 13
6 -3
o Catatan:

© Perkalian dua matrik8 B hanya terdefinisi bila jumlah kolom matriks
sama dengan jumlah baris dari matriks
@ Secara umumB =~ BA
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Matriks ldentitas/Satuan dan Matriks Invers

o Matriks Satuan/ldentitas | adalah matriks diagonal dengan semua eleme
100
diagonal bernilai1l=| 0 1 0
0 01

@ MisalkanA sebuah matriks, makal = |A

o Matriks B disebutmatriksinvers dari matriksA bila AB = BA = 1.

Matriks invers dari matrik#\ biasa ditulisA 1.

1 1 11 i 1 _1
1 2 3 68 ~ 15 30 6 ~ 15 T30 1 2 3
e o2 |b 4 d|=|d b A a6z
— i 2 7 i 2 7 —
A Afl A71 A

@ Kajian tentang matriks invers akan dibahas lebih detaikttikang.
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Ledslie Model of Growth

In applied mathematics, the Leslie matrix is a discrete;sdgectured
model of population growth that is very popular in populatexology.
It was invented by and named aftéatrick H. Ledlie. The Leslie
matrix (also called the Leslie Model) is one of the best knavays to
describe the growth of populations (and their projected age
distribution), in which a population is closed to migratamd where
only one sex, usually the female, is considered.

The Leslie Matrix is used in ecology to model the changes in a
population of organisms over a period of time. The popultaiso
divided into groups based on age classes. At each time biep, t
population is represented by a vector with an element fan age
classes where each element indicates the number of indigidu
currently in that class.

Kalkulus 2B/ MA-ITB /W.D. /2011 (ITB) Matriks dan Model pertumbuhan Leslie January 21, 2016 7142



MBUSEIGNIY
Model Pertumbuhan Populasi

Model Pertumbuhan Eksponensial : Laju pertumbuhan populasi
suatu spesies berbanding lurus dengan jumlah populasitisaa

%’ —ky dengan solusiy=c-€e¢

Kelemahan model ini, semua spesies baik yang masih sangia mu
atau yang terlalu tua kesuburannya disamakan.

Model Pertumbuhan Leslie: Pada model ini populasi diklasifikasikar
berdasarkan kategori umur. Selanjutnya tingkat proditag\dan
tingkat daya tahan hidup dari masing-masing kelas dipargkan.

Tingkat kelahiran dari populasi muda Tingkat kelahiran gapulasi dewasj

Daya tahan hidup populasi muda Daya tahan hidup populasisiew
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Matriks Leslie untuk populasovenbird yang awalnya
terdiri dari 100 burung muda dan 200 burung dewas
08 12 ]

diketahui sebagai berikuG = 0.6 05

a. Jelaskan arti matriks tersebut.
b. Tentukan jumlah burung muda dan dewasa pada pe
ode / tahun berikutnya.

0,8 : proporsi kelahiran burung dari angkatan muda.

1,2 : proporsi kelahiran burung dari angkatan dewasa.

0,6 : proporsi angkatan muda yang bertahan dan jadi dewa:
0,5 : proporsi angkatan dewasa yang dapat bertahan hidup

Jumlah burung muda di tahun berikutnya 80100+ 1,2-200= 320 ekor
Jumlah burung dewasa di tahun berikutnya 6-000+ 0,5-200= 160 ekor
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Misalkan pada contoh sebelumnya kita nyatakan populasitingetersebut
100

dalam notasi vektov =
'V 200

v; menyatakan jumlah populasi burung muda saat ini.
V> menyatakan jumlah populasi burung dewasa saat ini.

Jumlah populasi burung muda dan dewasa di tahun berikutyat dihitung
sebagai berikut:

08 12| [100] [ 08-100+1,2-200] [ 320
06 05 || 200 0,6-100+0,5- 200 160

Gv=

Prediksi jumlah populasi ovenbird dua tahun yang akan datan

08 1,2 ][ 320] [08-320+1,2.160 [ 448
0,6 05 | | 160 0,6-320+0,5-160 272

G(Gv) =
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Diagram Ledie
Selain menggunakan notasi matriks, para ahli biologi garienggambarkan
model perkembangan spesies memakai diagram Leslie sdisdait:

Matriks Leslie yang berpadanan:

0728
o_ | 0728 1302]
0,52 0,62
Elemen gj dari matriks Leslie
1,302 berpadanan dengan gambar pan:
populasi muda populasi dewasa darij kei, bukan dari kej.

Latihan: Bila pada tahun pertama terdapat 60 spesies muda dan 36ajewa
tentukan jumlah masing-masing populasi di tahun ke tiga.

Jawap:| 0728 1302 0.728 1302 60| | 1356
‘| 0,52 062 0,52 062 36 80,3

Kalkulus 2B/ MA-ITB /W.D. /2011 (ITB) Matriks dan Model pertumbuhan Leslie January 21, 2016 11/ 4z



112U @Y
Prediks Populasi di Masa Lampau

Selain untuk memprediksi jumlah populasi di masa yang akaaingj,
diagram Leslie dapat digunakan untuk menentukan populasasga lampau.

Misalkan matriks Leslie untuk perkembangan spesies ov@ialialah sebagai
08 12 ]

ikut: G =
berikut: G 0.6 05

Bila saat ini jumlah populasi muda 100 dan populasi dewa8ali&rapakah
jumlah populasi di tahun sebelumnya?

Pada masalah ini, kita harus menentukan miljiimlah populasi muda) dan
(jumlah populasi dewasa) supaya:

0,8 12 x | _| 100 0,8x+ 1,2y =100
Gv= = <
0,6 05 y 150 0,6x+ 0,5y =150

Bentuk terakhir dinamakan Sistem Persamaan Linear.
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Sistem Persamaan Linear (SPL)
a11X1+a12Xp+a13%3+ - - +aimXm = by
Ap1X1 +apoXo+a23X3+ - -+agm¥Xm = b2
ag1X1+ag2Xo+a33Xa+- - - +-agm¥m = b3 Jumlah persamaan: n buah.

SPL dengan m variabel.

n tidak perlu sama dengan m

an1X1+an2X2+an3X3+- - -+anmXm = bn

Contoh-contoh:

2X3 = —272= -4
X1+ Xo+2%3 =9 X+2y—2z 8xidy — 12
2% +4%—3%x3 = 1 X—6y—7z= 12 5y 6y — 1
3X1+6x—5x3 = 0 —2X4+4y+9z= 11 Y=

Tujuan: Mencari solusinya, yaitu bilangan-bilanggnxo, - - - , X, yang
"memenuhi” SPL tersebut.

Pada contoh pertama, solusinya:= 1, X, =2, danxz =3 Periksa!
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SPL Konsisten dan Tak Konsisten

Perhatikan tiga buah SPL berikut dan carilah solusinya.

{3x+2y: 1 {3x+2y: 1 {3x+2y:1

Xx—2y=-3

1 copyright: WD2011

3x+2y = —3

Ex+4y = 2

x=-1'y=3 tidak ada solusi x=t, y=1(1-3),teR

SPL disebukonsisterbila memiliki solusi, sebaliknya disebiitk konsisten

Diskusi: Adakah SPL yang solusinya lebih dari satu tapi berhinggdlsu
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Representasi SPL dalam bentuk Matriks L engkap

(
a11X1t+aioXo+agsXa+--
a21X1+ax2Xo+ap3X3+- -
az1X1+agXo+agsXz+--

[ @n1X1+an2X2+an3X3+ -

“+-a1mXm = b1
~+8omXm = b2
“+-8gmXm = b3
“+8nmXm = bn

ITB USE ONLY

azy
ap
az

Sistem Persamaan Linear

a2
a2
az2

an2

a3
ap3
azs

an3

_l’_
+

_l’_

aim b
am b
agm bs

anm bn
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bermanfaat untuk memudahkan
pencarian solusi SPL.
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Sistem Persamaan Linear (SPL) Segitiga Atas

24 —3o+4x3+ X4 = —10 2 -3 4 1 -10
Ao —2%X3—6x4 = 22 0O 4 -2 -6 22
Ixz3—2%4= 0 0 0 4 -2 0

5x4 = —10 0O 0O O 5 -10

SPL seEitiga atas Matriks lengkap SPL

Penyelesaian: metodenyulihan Mundur (Back Substitution)

Xq=52=-2

Xg = % _ 0+2~i—2) -1

Xp = 22+2>§13+6x4 _ 22+2~(—i)+6'(—2) -2

X, = —10+3X22—4X3—X4 _ —10+3~2—‘;(—1)—(—2) -1
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Penyelesaian SPL Umum, Operasi Baris Elementer (OBE)

ITB USE ONLY

Operas Baris Elementer

@ Menukar baris ke dengan baris ki
@ Mengalikan baris kédengan sebuah konstanta tak kol
@ Menambahkan/mengurangké&nkali baris kei pada baris ke

Sifat: OBE tidak merubah solusi sebuah SPL.

Kalkulus 2B/ MA-ITB /W.D. /2011 (ITB)

Matriks dan Model pertumbuhan Leslie

aln ap A3 aim b a;n a2 a3 aim b
a1 axp a3 am b 0 axp ax am b
a1 ag2 as3 agm b3 | = 0 0 as3 agm b3
OBE
anl adn2 an3 anm bn 0O 0 O anm bn
SPL umum SPL segitiga atas

January 21, 2016
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Sistem Persamaan Linear Umum: Metode Eliminasi Gauss

X1+ Xo+2x3 =9 X1+ Xo+2X3 = 9
2xq+4x2—3x3 = 1 2x—Txz = —17
3X1+6x2—5x3 =0 3X1+6xo—5x3= 0
X1+ Xo+ 2x3= 9 X1+ Xo+2X3 = 9
2%— Txgz = —17 2%o—Txz = —17
xo—11xg = —27 — X3= —3

Terapkan penyulihan mundur, diperobeh= 3, x, =2, danx; = 1.

Eliminasi Gauss Memakai Notasi Matriks Lengkap

11 29 11 2 9

2 4 -3 1 |[B=e-z8]| 0 2 -7 17 | [B=p-58]
|36 50 36 -5 0

r1 1 2 9 11 2 9

0 2 -7 -17 0 2 -7 -17

| 0 3 —11 -27 00 -1 -3
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ITB USE ONLY
20+3x3— X4 = —6

; . .. . 4x X; Xa+5x4g = 7
Selesaikan SPL berikut dengan eliminasi Gayss; 1t Yot Xe+oX
8X1+2%+ X3 — 5

X1+2X+3X3+4% = 0

"0 2 3 -1 —6 411 5 7

4 1 1 5 7 0 2 3 -1 -6 Bg:=B3;—2-B;
821 0 5 821 0 5||Bi=4B B
123 4 o0 123 4 0

41 1 5 77 41 1 5 7
02 3 -1 -6 02 3 -1 -6

00 -1 -10 —o |[B=28r®]| o o 1 19 _o |[B=Br]
07 11 11 -7 | 00 1 29 28
a1 1 5 79 xa=19/19=1

0 2 3 -1 -6 XSZ(—9+1O-1)/(—1)=—1

0 0 -1 10 —o o= (—6-3-(~1)+1-1)/2= -1
00 0 19 19 x=(7-1-(-1)-1-(-1)-5-1)/4=1
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Contoh SPL Tak Konsisten

X1 +Xx3 =2

Tentukan solusi SPL berikut dengan eliminasi Gayss: Xo+X3 = 3
—2X1+2Xp =3
1012 1012 1012
0113 0113 0113
-2 2 0 3 02 27 0 001

Persamaan terakhir dari hasil eliminasi Gauss memberikaarigan0- x3 = 1

Ini berarti SPL di atas tidak punya soluSHL tidak konsisten).

Kalkulus 2B/ MA-ITB /W.D. /2011 (ITB) Matriks dan Model pertumbuhan Leslie January 21, 2016 20/ 42



Matriks dan Sistem Persamaan Lineg ITB USE ONLY

Contoh SPL Dengan Banyak Solus
X1 + X3=2

Tentukan solusi SPL berikut dengan eliminasi Gayss: X+ x3 = 3
X1+X2 2Xx3 =05

101 2 1012 101 2
011 3|[Eew]|0113| [Eea)l0l1s3
1125 0113 0 00O

Persamaan terakhir dari hasil eliminasi Gauss memberildaartgan0- x3 = 0
Hubungan ini dipenuhi oleh sebarang bilangan real.

Jadi pilihxg =t, te R.

X =(3-1-1)/1=3-1

x1=(2-1-1)/1=2—t

SPL di atas adalah contoh SPL dengan banyak solusi.

DiscussBittinger, Calculus for the Life Sciences, page 454, example 10
Matriks dan Model pertumbuhan Leslie January 21, 2016 21142
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Matriks Invers

MisalkanAnxn sebuah matriks. MatrikB,., disebut matriks invers dafl
bila memenuhAB = BA =1 dengan matriks identitas.

Matriks invers dariA umumnya dilambangkaf 1.

4 -1 3 -3 2 3

Contoh: BilaA=| 3 -1 0 |,tunjukkanA™'=| -3 5 9
1 1 1

-1 3 3 3 1 -1

Sebuah matriks belum tentu memiliki invers

Tunjukkan bahwa matrik8 = [ ; i ] tidak memiliki invers.

Matriks A disebuttak singular/invertiblebila memiliki invers.

Matriks A disebutsingular/non-invertibldvila tidak memiliki invers.

Kalkulus 2B/ MA-ITB /W.D. /2011 (ITB) Matriks dan Model pertumbuhan Leslie January 21, 2016
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MELS e

InversMatriks 2 x 2

MisalkanA =

ab . 11 d -b
Cd].Jlkaad—b(:aréOmakaA _ad—bc[—c a]

Periksa dan tentukan invers dari matriks-matriks berikut :

e

A:
-1 1 2 1

Jawab:

Matriks A memiliki invers sebab 41 — 2. (—1) = 6+#0.

1 -2
1 4

Matriks B tidak memiliki invers sebab 4 —2.2=0.

Al=

1
6
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Invers Matriks Ukuran Sebarang

Kalkulus 2B/ MA-ITB /W.D. /2011 (ITB)

Matriks dan Model pertumbuhan Leslie

(g1 a2 a3 - a;m [ 1 O 1
A ap @3 - an | 0 1 0
dzp agz azz --- azn 0 0 1 0
| @1 @2 83 o am 0 0 O 1_
Matriks ya‘ﬁg diperluas

(1 0O -+ 0| big biz s bin |
0 -+ 0| byp by b ban

0 b31 b32 b33 b3n

0 0 0 1 bnl bn2 bn3 bnn

ITB USE ONLY

Matriks B merupakan
invers dari matriks.

January 21, 2016 24/ 4z



Contoh:

Kalkulus 2B / MA-ITB / W.D. / 2011 (ITB)

2
-1
0

o

0
0

-17
11
3

—-17
5
3

—-17
5
0

—-17
5
0

11
-3
1

2
6

0
2

0
0
-5

Matriks dan Model pertumbuhan Leslie

ITB USE ONLY

|B2:=2B;+B;

B3:=5-B3—3:B>»

0

:

-6 5

B, :=Bp+3:Bg]
By :=B; —11-Bs|

January 21, 2016
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Matriks Invers

2
0
0

o

-17
5
0

-17

0
0
1

o

-32
10
3

—-32

Kalkulus 2B/ MA-ITB /W.D. /2011 (ITB)

—66
20
6

—66

Matriks dan Model pertumbuhan Leslie

55

-5

55

—3 | |B1:=B1+17-B>

-5

ITB USE ONLY

January 21, 2016
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Matriks Invers untuk Menentukan Populasi Dimasa L ampau

Populasi darcerulean warbler dibagi atas tiga group yaitu: usia sampai sat
tahun (H), usia sampai 2 tahun (S), dan usia di atas dua t&)uMatriks

0 076 095
Leslie-nya adalahG = | 0,2 0 0

0O 091 091

Bila jumlah populasi saat ini: H=408, S=20, A=428, dan dikeii

0 5 . ,
Tentukan populasi di tahun berikutnya
Gl=|_52 0 550 xan pop y
dan di tahun sebelumnya.
526 0 —-4,40
0 076 095 408 0 5 0 408
0,2 0 0 20 -526 0 550 20
0O 091 091 428 526 0 —4,40 428
populasi tahun berikutnya populasi tahun sebelumnya

Bagaimanakah menghitung populasi dua tahun sebelumnya ?
Matriks dan Model pertumbuhan Leslie January 21, 2016 27142
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Determinan

o Determinan dari sebuah matriks,., disimbolkan dengafA| atau detf).
@ Bila A = [a] (matriks ukuran Xk 1), |A| =a.
@ Determinan matriks 2 2: b ' = a-b—b-c

o Determinan matriks & 3:

a, a8, &3 a,; a _
N \, det(A) = a1 82833+ 1223831 + 13821832
1 322 23 ‘/821 Gy —13822831 — Q11823832 — 812821833
8y ay as*s a, a,
4 2 3
o Tentukan dan|—-2 7 1
0 5 -3

o A matriks yang tak-singulat=- det(d) # 0
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Determinan Matriks Segitiga Atas

@ Determinan matriks ukuran lebih darix33 memerlukan konsejofaktor
danminor. Bagian ini tidak akan dibahas.

@ Hal khusus, bila matriké& berbentuk segitiga atas.

7a1\]\ a, ap; o a.|
0 azg 8ys 1 Gy,
0O 0 a, - a

33 3n

0 0 0 - a.

det(A) = ay1-az2-a33- - - amn

Kalkulus 2B/ MA-ITB /W.D. /2011 (ITB) Matriks dan Model pertumbuhan Leslie January 21, 2016 29/ 42



112U @Y
Masalah Nilai Eigen/K arakteristik

o Diberikan matriksAn.n. Masalah nilai eigen adalah masalah mencari
bilangan real r danvektor tak nol v yang memenuhi hubungaiv =rv.

-9 6 20 6 12 6

2 2 -4 1= 2 |= 2 1

-6 3 13 3 6 3
—_— ~~

A \Y r \Y

Bilanganr dan vektorv tersebut disebytasangan eigen dari matriksA.
Banyaknya pasangan eigen dari matriks ukuram paling banyakn buah.
MisalkanAn.n, matriks segitiga atas maka nilai eigennyas 1, as, - - - , ann.

]
[}
]
o OBEtidak mengawetkan nilai eigen, jadi tidak dapat digunakan.
@ Misalkanr nilai eigen dari matrik®\ maka detf —r1) =0.

]

Misalkanr nilai eigen dari matrike\ makasolus tak nol dari SPL
(A —rl)v=0adalah vektor eigen dah.
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. . . -7 18
Latihan: Tentukan pasangan eigen dAri= 3 8

|A—rl|=

‘ T 1 ) (8o1)—18(—3) = (r-2) (1 +1)

-3 8-r

SelesaikanA —rl|=0<=(r—2)(r+1)=0<=r1=2,rp,=-1
Mencari vektor eigen untuk r{ =2

[—9 18] [«x 0 2
A—rql)vy=0 = vy =t teR
A-ni=0=1 5 g | |, |T|o | TVt €

Mencari vektor eigen untuk ro = —1

6 18] [x 0 3
A—r2l =0 = =t teR
( 2)Vo =0 3 9 y 0| V2 1| t€

Misalkanv vektor eigen darA dant € R, t ## 0, makat v juga merupakan
vektor eigen darA.
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Masalah Nilai Eigen/Karakteristik| ITB USE ONLY

1 -2 -2
Latihan: Tentukan pasangan eigendar= | 4 -5 -2
8 -4 5

IA-rl|=| 4 —-5-r -2
8 -4  5-r

SelesaikadA —rl|=0 &
Diperoleh nilai-nilai eigenr; = —3,r, =3,r3=1
Mencari Vektor eigen <= menyelesaikan SP(A—rl)v=0 & & &

Diperoleh vektor-vektor eigen:

1 1 1
vi=t |2 |,vp=t 1]|,vo=t 1]|,teRt#£0
0 -2 -1
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Nilai Eigen dan Model Pertumbuhan
MisalkanG matriks Leslie dari masalah pertumbuhan populasiplaektor
populasi ditahun pertama. Prediksi populasi setalpbriode adalaks"p.

Pola perhitungan di atas memiliki beberapa kelemahan:

@ Untuk periode yang panjang hitungannya tidak efisien.
o Tidak dapat dipakai memprediksi jumlah populasi urituik co.

Teorema berikut memberikan alternatif hitungan yang |efiisien.

Teorema

Misalkan Matriks Leslie G untuk masalah populasi memiliki nilai eigen
ri,ro,--- ,rm dengan vektor eigen vy, Vo, - - -, V. Misalkan vektor populas
saat awal adalah p. Nyatakan vektor populasi tersebut dalam bentuk
kombinasi linear sebagai berikut: p=a;vi+aVo+ - - - + amVm. Vektor
populasinya setelah n periode adalah: ajrivi+axrjvo+---+amfmvm - &

y
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Latihan: Matriks LeslieG untuk populasbvenbird yang dibagi atas populasi
muda dan dewasa mempunyai nilai eigen 2 éla\dektor-vektor eigennya

Vi — 2 danv, — 1 muda | _ | 400

] 27 11 dewas 300
a. Tuliskan vektor populagh sebagai kombinasi linear dari danv;
b. Tentukan vektor populasinya setelah 10 tahun

. Jika populasi awgh =

Dicari bilangan reah; danay, supaygp = a1 vi+ax Vo
400| a 1 . 400|
300 & 1 300|
Vektor populasi setelah 10 tahun adalah

25 1
1 204 2 204
+200.(%)1o[ ]:[ 0 800] +[128 %[ 0 800]

281 +a — a; = 100
a; +ap a, =200

2

a
1+2

2
100- 210
1 102400 % 102400

Untuk jangka waktu panjang, vektor populasi didominasiirgigen terbesar.
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Laju Pertumbuhan Relatif
Jumlah populasi sebuah spesies merupakan jumlah semuenetiam vektor
populasi.

Jumlah populas periode ke n+1
jumlah populas tahun ken

L aju Pertumbuhan relatif :=

llustrasi: jumlah populasi saat ini 100 dan periode/tahun berikufiry@
maka laju pertumbuhan relatif adalah 150/100 = 1,5

Prosentase L aju Pertumbuhan := (1,5 - 1)} 100% = 50%

Teorema
Misalkan nilai eigen terbesar dari matriks Ledlie adalah r, maka untuk t — o
laju pertumbuhan relatif akan mendekati nilai r.

Nilai eigen terbesar disebutlaju pertumbuhan jangka panjang, jelaskan!

Prosentase laju pertumbuhan jangka panjang adalahr — 1. jelaskan!
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Masalah Nilai Eigen/Karakteristik| ITB USE ONLY

Latihan: Matriks Leslie untulkovenbirds di Central Missouri yang dibagi atas
0.728 1302

052 062 |

Tentukan laju pertumbuhan jangka panjangnya dan prossmtas

group burung muda dan dewasa addkk

Kita harus menghitung nilai eigen dari matris

0,728—r 1302

G-rl|=
| | 0,52 062—r

‘ = (0,728—1)(0,62—r) — (1,302) (0,52)

|IG—rl|=0,<=ry~ —0,1506 darr, ~ 1,4986.
Jadi laju pertumbuhan jangka panjangnya adaldi®86.
Prosentase laju pertumbuhan jangka panjan§é%

Hasil terakhir menunjukkan bahwa untuk jangka panjangujasinya
bertambah 49,86% per tahun
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Persamaan Beda (Difference Equations)

Tanaman semusim/tahunan hanya hidup pada satu musim. Ifada a
periodenya, tanaman tersebut menghasilkan biji/beninukiéan mati.
Sebagian dari biji tersebut akan bertunas/tumlgehniinate) di tahun
berikutnya, sebagian lagi baru akan tumbuh ditahun kesigdangkan sisanya
mati. Laju pertumbuhangermination rate) dan banyaknya biji yang
dihasilkan bergantung pada beberapa hal, diantaranyaskendca dan
banyaknya biji yang dilahap para burung (birds).

Misalkan disebuah ladang, pada saat awal (tahun ke 0) belampahon, dan
pada tahun kesatu ditanam 100 pohon. Notasikasebagai banyaknya
pohon pada tahun ke Jadixp = 0 danx; = 100

Setiap pohon rata-rata menghasill&hiji. 15% diantaranya tumbuh pada
tahun berikutnya6% tumbuh pada tahun ketigadangkan sisanya mati. Jad
rata-rata sebuah pohon menghasilkayi5)(5) = 0,75 biji yang tumbuh di
tahun kedualan(0,06)(5)=0,3 biji yang tumbuh ditahun ketiga
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Jumlah tanaman pada tahun ke n dapat dihitung sebagai teriku

(% = O
X1 = 100
X = 0,75% +0,3x=0,75(100)+0,3(0) = 75
X3 = 0,75%+0,3x = 0,75(75)+0,3(100) = 86.25
x4 = 0,75x3+0,3x; =0,75(86.25) +0,3(75) = 87.19
Xs 0,754 + 0,33 = 0,75(87,19) + 0,3(86,25) = 91.27
Jumlah tanaman pada tahunrke 1 : X1 = 0, 75X, + 0, 3xn_£, *

Persamaan Beda

Bentuk persamaan (*), di mana jumlah tanaman bergantung jpadah
tanaman ditahun-tahun sebelumnya dinamaiaisamaan rekur sif.

Akan dicari formula/fungsi untuk,; yang tidak bergantung pada nibgj di
periode sebelumnya. Formula ini dinamal&ohusi per samaan rekursif.
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Definisi
Persamaan Beda Linear Orde Dua adalah persamaan rekursif berbentuk

Xn+1 = &%n+ bXq—1+g(n), dengan a dan b konstanta dan g(n) fungsi dalam
n. Jika g(n) = O persaman tersebut disebut homogen

llustrasi:
(@) Xni1=Xn+Xn_1 persamaan beda linear homogen
(b) Xni1= 2%y —Xn_1+ 3€" persamaan beda linear tak homogen

(€) Xnt1=sin(X,) +5cogx,-1) bukan persamaan beda linear
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Solusi Persamaan Beda Linear Homogen

Teorema
Diberikan persaman beda linear homogen X, 1 = ax, + bx,_1. Bentuk
matriks A = i I(D) . Bila matriks A mempunyai dua nilai eigen yang

berbeda r1 dan r,, maka solusi umum dari persamaan beda linear homogen
adalah x, = c1 1] + corj. Bila Konstanta ¢, dan ¢, telah ditentukan, disebut
solusi khusug/particular.

Contoh: Misalkanx,,1 = —Xn + 2X%,_1 dengamxg = 3 danx; = 0.
Tentukan solusi umum dan solusi khusus persamaan bedbuers &

A —
1 0

-1 2] . Nilai eigen matriks Ay; = —2 danrp, = 1.

Solusi umum x, = ¢1 (=2)"+c ()" =c1(—2)"+ ¢
Dari syaratxg = 3 danx; = 0 diperolehc; = 1 danc, = 2
Solusi khusus, = (—2)"+2
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Solusi Persamaan Beda Linear Tak Homogen

Teorema

Diberikan persaman beda tak homogen x, .1 = aX, + bxs_1+ K, dengan K
konstanta. Solusi umum persamaan tersebut adalah solusi umum persamaan
homogen ditambah dengan sebuah solusi tak homogen.

Catatan: Teknik mencari solusi tak homogen, gunakan pemisglaa c.

Contoh: Misalkanx, 1 = 5%, — 6Xn_1 + 2 dengarxg = 1 danx; = 2.
Tentukan solusi umum dan solusi khusus persamaan bedauers &
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Perilaku asimtotik / Pertumbuhan Jangka Panjang

Perilaku asimtotik bertujuan untuk mengamati perkembamggpulasi bila
jangak waktu pengamatan sangat panjamng:(c).

Teorema
Misalkan xn 11 = axn + bX,_1 dengan a dan b positif, maka
1. Bilaa+b < 1 maka r!moxn = 0. Populasi berkurang secara eksponensial.

2. Bilaa+b=1maka r!im Xn = C1, €1 > 0. Populasi konstan.
—> 00

3. Bilaa+b> 1 maka r!im Xn = o0. Populasi naik secara eksponensial.
—> 00

v

Bukti teorema di atas dapat dilihat pada Buittinger, Calculus for The life
Sciences, 2006, page 494, exercise 49-52.
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Persamaan Diferensial (PDadalah persamaan yang melibatkan
turunan-turunan sebuah fungsi. Turunan tertinggi yangaulyseda
persamaan tersebut diseloutle persamaan diferensial.

Contoh-contoh (a)y’ =2x+3y (b)y' =& (c)xy" +xy=(y')®
—_— ——
orde 1 orde 1 orde 2
Fungsiy = f (x) disebutSolusibila fungsi tersebut "memenuhi” hubungan
persamaan diferensial.

Latihan:
1. Tunjukkan fungsy = 4€“+ 5€* solusi dariy” + 3y = 4y’
2. Carilah solusi dari persamaan diferensia 3.

Solusi persamaan diferensial yang masih memuat konstashutsolusi
umum, sedangkan bila konstantanya telah ditentukan, disusi khusus

Latihan: Carilah solusi dari persamaan diferengia %, y(2) = 3.
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Masalah Nilai Awal

Masalah nilai awal (MNA) adalah sebuah persamaan difeaibpang
dilengkapi dengan syarat tertentu.

Syarat ini umumnya berupa nilai fungsi atau nilai turunandititik tertentu
dan disebukondisi awal.

Contoh-contoh

a. Tentukan solusi MNAy’ = & +5x— /X, y(0) =8 .
b. Tentukan solusi MNAyY” = x? —x, y(1) =0, dany’(1) = -1 .
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Medan Arah (Direction Field)

ITB USE ONLY

Pencarian solusi persamaan diferensial secara umum Stexatuéan.
Alternatif lain adalah dengan menggambarkan medan aralP Bebersebut.

Perhatikan persaman diferensidl=
X |y X |y
0|0 2 1
113 2| -1
1|3 3|15
-3|-15

Kurva solusi digambar dengan mengikuti pola medan arah.
Ada tak hingga banyaknya kurva solusi tersebjatagkan)
Solusi dari MNA adalah kurva yang memenuhi kondisi awal.

Kalkulus 2B / MA-ITB /W.D. / 2011 (ITB) Persamaan Diferensial
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ITB USE ONLY
PD Linear Orde Satu

Bentuk umumy’ +p(x)y = q(x)
Bila g(x) = 0, disebutPD homogen bila q(x) # 0, disebutPD tak homogen

llustrasi X o
o (+1)y —xy=¢ <:>y’—x2+1 V=1 PD homogen.
—_—— ——
p(x) ax)

@ y' +xy? = e bukan PD linear

Teorema

Diberikan masalah nilai awal 4+ p(x)y = q(x), ¥(Xo) = Yo.

Jika p(x) dan qx) kontinu pada interval | yang memuaj maka masalah
nilai awal tersebut mempunyai solusi yang tunggal pada I.

llustrasi: Tentukan interval supaya MNA berikut mempunyai solusig/an
tunggal. ay’ — 25y =F5 Y0 =4  b.xy +y=>x, y(2)=-3

X241
(solusi lihat bukuBittinger pasal 8.2 halaman 552-553)
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Solusi Umum PD Linear Orde Satu

Perhatikan PD linear orde sag(+ p(x)y = q(x)
Tetapkarfaktor pengintegral: e/ PO
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Solusi Umum PD Linear Orde Satu

Perhatikan PD linear orde saf(+ p(x)y = q(X)
o Tetapkarfaktor pengintegral; e/PXdx
@ Kalikan kedua ruas dari PD dengan faktor pengintegral beitse

0 elPHIHy! 4 elPNp(x)y = el gy

d
° = {ejmx)dxy] — gfPXdxg(y)

o e/Pdxy / [ej p(">°"‘q(x)} dx

o Solusi umum y=e /PX /[efp a )} dx

Latihan: 1. Tentukan solusi umum dayf — 3x°y =
2. Tentukan solusty’ +2y =533, y(1) = 3.
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3. Seekor kerang dimasukkan dalam air yang tercemarpméfthlorinated

biphenyls (PCBs)Setiap hari, kerang tersebut mampu menyerap 12
micrograms PCB. Di dalam tubuh kerang, PCB tersebur diianyaknya
PCB yang diuraikan dalam tubuh kerand.8Q microgram per hari,
dengan Q(t) adalah banyaknya PCB dalam tubuh kerang sétedaih
Bila pada saat awal kerang tersebut belum mengandung PCB,
a. Tentukan banyaknya PCB dalam tubuh kerang setiap saat.
b. Tentukan banyaknya PCB dalam kerang urituk co.

4. Sebuah tangki berisi 100 liter larutan garam dengan koresgr,5
gram/liter. Air garam dengan konsentrasi 2 gram/liter m&ukatangki
dengan laju 5 liter/menit. Pada saat yang sama larutan gadaiam tangki
keluar dengan laju 5 liter/menit. Larutan diasumsikanlsélamogen.
Misalkans(t) menyatakan jumlah garam dalam tangki setiap saat.

a. Tuliskan MNA untuk masalah di atas.
b. Tentukan jumlah garam dalam tangki setiap saat.
c. Tentukan jumlah garam dalam tangki untuk co.

Bagaimana situasinya bila laju air yang keluar hanya 4/fitenit
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Persamaan Diferensial Otonom dan Kestabilan

Perhatikan kembali bentuk umum PD orde sgtu=f(x,y)
PD orde 1 disebubtonom bila ruas kanan hanya bergantung pada varigbel
llustrasi: (a)y’ = x—Yy? bukan PD otonom. (b’ =6y?—y® PD otonom

Dalam situasi normal, laju pertumbuhan suatu populasi patdannya hanya
bergantung pada jumlah populasi saat itu, dan tidak barggmada waktu.
Dengan demikian, model pertumbuhannya berbentuk sebuaitdpbm.
Misalkany menyatakan jumlah populasi damenyatakan waktu.

Secara matematika modelnya dapat dituliskan set%gaiy’ =f(y)

Contoh: (Model pertumbuhan ekponensgiélaju pertumbuhan suatu populas
sebanding dengan jumlah populasi saatytu= k.

Solusinyay = yo€*. Solusi ini menyatakan jumlah populasi setiap saat
denganyy adalah jumlah populasi pada saat awal.
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Definisi
Nilai kesetimbangan (equilibrium value) dari sebuah PD otonom= f(y)
adalah solusi yang berupa konstanta, yaits .

Pada nilai kesetimbangan= c, jumlah populasi selalu konstan kargria= 0.
Nilai kesetimbangan merupakan solusi dari persani@gn= 0, mengapa?.
Contoh:Tentukan nilai kesetimbangar = ky.

Pada soal inf (y) = ky

Nilai kesetimbangan diperoleh dengan menyelesaikan peaaf (y) = 0
ky=0«<=y=0

Karakteristik perkembangan populasi dengan berbagaiigioadal dari
model ini dapat digambarkan secara kualitatif melalui diagberikut;
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Definisi
Misalkan y= c adalah nilai kesetimbangan dari PD ¥ f(y). Misalkan y
solusi PD tersebut dengan syarat aw@ly = yo dengan y # c tetapi
"dekat” dengan c.
@ Jika untuk x— o solusi y divergen dari c maka dikatakan titik
keseimbangan tak stabil

@ Jika untuk x— o solusi y konvergen ke ¢ maka dikatakan titik
keseimbangan stabil asimptotik
o Bila salah satu dari pernyataan berikut dipenuhi, makainila
kesetimbangan c disebsamistabil
e Solusi yang berada di atas=y ¢ konvergen ke ¥ ¢, sedangkan solusi yang
berada di bawah y= c divergen dari y= c.

e Solusi yang berada di atas=y ¢ divergen dari ke y= ¢, sedangkan solusi
yang berada di bawah 3 ¢ konvergen ke ¥ c.
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Pengujian Kestabilan Dengan Pemeriksaan Tanda dary’

Tentukan nilai kesetimbangan dan jenis kestabilan daryPBy? —y— 2.
Mencari nilai kesetimbangayt: —y—2=0<+= (y—2)(y+1) =0
Nilai kesetimbangannyay = —1 dany = 2

+++ L == +++
1 1

-1 2

tanda y'= (y—2)(y+1)

Selanjutnya, kita periksa kestabilan nilai kesetimbangarsebagai berikut:

y://

"Tabel bentuk” dari Py’ =y? —y—2 2f
Interval Tanday’ | Hasil Kesimpulan T
(2,00) + / 0 X
(=12 - N | y=2tak stabil I

=) T | y= —1 stabil asimptotik '1_/
_2_
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Tentukan nilai kesetimbangan & jenis kestabilan dariy?B: y* — 4y?.

Mencari nilai kesetimbangany® — 4y? = 0 <= y?(y— 2)(y+2) =0
Nilai kesetimbangannyay = —2,y =0, dany = 2

+++ | - - | +++
1 1 1

-2 0 2

tanda y'= y*(y—2)(y+2)

Selanjutnya, kita periksa kestabilan nilai kesetimbangarsebagai berikut:

y‘/_//

Tabel bentuk dari PR’ = y* — 4y? 2o mm e

Interval Tanday’ | Hasil Kesimpulan 1 X
(27 oo) + / 0 WW& ,,,,,, x

(0,2) - o y = 2 tak stabil
(=20 - . | y=0 semistabil -
(==, —2) + | y=—2 stabil asimptotik 2\

=
Property of WD2012
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Pengujian Jenis Kestabilan memakaif ’(y)

=yt -4y’ L £ monoton naik Perhatikan kembali PD otonom

pada y=2 y _ f y4 4y2
'{,aﬂf S ckstrim relatif Gam barkan grafik dafi(y).
<—

pada} =0
/ ‘ Perhatikan nilai-nilai kesetim-
Y

-2 ' \/2 bangannya.
Property of WD2012

Kita amati perilaku solusy disekitar nilai-nilai kesetimbangan tersebut.

Gambarkan anak panah ke kanan bila solusinya memkfégar0)
Gambarkan anak panah ke kiri bila solusinya mengé&g) (< 0)
Dari ilustrasi di atas diperoleh kesimpulan:

y = —2 stabil asimptotiky = 0 semistabil, day = 2 tak stabil.

Berikut ini disajikan teorena pengujian kestabilan memtdada darif ' (y).
Persamaan Diferensial January 21,2016 16/ 2t
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Teorema

Misalkan y= ¢ merupakan nilai kesetimbangan dari PD otonofef (y),
dengan fy) dapat diturunkan.

@ Jika f’(c) < 0 maka y= c stabil asimptotik.

o Jika f'(
@ Jika f’(c) = 0 danc titik ekstrim lokal dari f, maka y= ¢ semistabil.

c)
¢) > 0 maka y= c tak stabil.
)

Contoh: Periksa kestabilan nilai keseimbangan dariyPB- y* — 4y?
Nilai kesetimbangan dari PD tersebut adalghk: —2,y = 0, dany = 2.
Pada soal inif (y) = y* — 4y?. f'(y) = 4y3—8y.

f/(—2) = 4(—2)% - 8(—2) < 0. Jadiy = —2 stabil asimptotik.

f/(2) = 4(2)3 - 8(2) > 0. Jadiy = 2 tak stabil.

{ £(0) = 4(—2)% — 8(—2) = 0.

Jadiy = 0 semistabil.
y = 0 merupakan titik maksimum lokal o I I

Kalkulus 2B/ MA-ITB /W.D. /2011 (ITB) Persamaan Diferensial January 21, 2016
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Uji kecekungan dan titik belok dengan f'(y)

Perhatikan sebuah PD otongrh= f(y).

Untuk memeriksa kecekungan dan titik belok digunakan wjirian kedua.
_dy' _dfly) _dEy)dy .,

" -
Perhatikan bahwa;

@ Titik belok adalah titik di mana kecekungan grafik berubah.
o Nilai kesetimbangan bukan merupakan titik belok. Ja&gj +# 0 *

Asumsikan bahwg” (x) ada, maka calon titik belok adalah solusi dari
persamaan” (x) = 0 <= f'(y)f(y) = 0. **)

Dari (*) dan (**) disimpulkan:Calon titik belok adalah solusi dafi’(y) = 0.

Selanjutnya kita harus memeriksa taridgy) f (y) di kiri dan kanan dari calon
titik belok tersebut. Bila ada perubahan tanda maka titiketieut merupakan
titik belok.
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Tentukan daerah kecekungan dan titik belok gae: f (y) = y* — 4y?

Mencari nilai kesetimbangany? — 4y? = 0 «<— yz(y* 2)(y+2)=0.
Nilai kesetimbangany = —2,y =0, dany = 2.

Mencari calon titik belokf /(y) = 0 <= 4y® —8y =0 <= 4y(y* —2) =0
Calon titik belok:y = 0 (tidak dipakai)y = —v/2, dany = v/2.
Selanjutnya kita periksa tand&(y)f (y) di sekitary = —v/2, dany = /2.
W) =43y - v2) (y+Vv2) (y-2) (y+2)

T o e et S e e Sttt e s -
I I I I

-2 -2 (I) ND) 2

tanda f'(y)- f(»)

Jadi titik beloknyay = —v/2 dany = /2.

Gambar kurva-kurva solusinya dapat dilihat pada halamahktuieya.
Persamaan Diferensial January 21,2016 19/ 2t
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Kurva-kurva solusi PD Otonoryf — 4y? = 0

Property of WD2012
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Fat Crystalization Misalkany(t) menyatakan proporsi lemak susu yang day
dikristalkan setelah disimparjam. Penelitian menunjukkanmemenuhi
persamaan’ = f(y) = 8(y® —y). Gambarkan kurva-kurva solusi dari
Mencari nilai kesetimbangani(yf —y) = 0 <= 8y(y—1)(y+1)(y?+1) = 0.
Nilai kesetimbangany = —1,y =0, dany = 1.
Memeriksa kemonotonan solusi dan kestabilan nilai-nisdtimbangan.

o wEE L T L T tanday'=8y(y—D(r+D) (12 +1)
R 0 1

Tabel bentuk dari PR’ = 8(y° — )

Interval | Tanday’ | Hasil Kesimpulan
(1,00) |
(0,1) - N | y=1tak stabil
(—=1,0) + | y= 0 stabil asimptotik
(—o0,—1) - N | y= —2 tak stabil
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Periksa kecekungan dan titik belok dari kurva solusi.

—8(5y* —1) = 40(y* — £) = 40(y* + %) (y+ 3%) (y— 3%)
Calon titik belok:y = —éif dany = %
y'(x) =1"(y)f(y) = 320y( Y2+ )(y+ f)(y— %)(y—l)(w D(*+1)

— s P L T tandaf(0)- ()

Interpretasi fisis dari kurva solusi.

T y'>0, y">0

S @ Garis putus-putus tidak mungkin jadi solusi.

@ Jika susu tersebut murni, jadi seluruhnya dapa
dikristalkan ¢(0) = 1), maka bila dibiarkan,
bagian yang dapat dikristalkay) Selalu satu.

@ Bila susu tersebut sedikit tercemar, sehingga
y(0) < 1, maka bila dibiarkan dalam jangka
waktu yang panjang, proporsi yang dapat
dikristalkan akan makin sedikit, bahkan

Property of WD2012 - menuju nOI.
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Model Pertumbuhan Logistik:

y' =f(y) =ky(1-{), kdanL konstanta positif.
Mencari nilai kesetimbangary (1—{) =0« kyL%y =0.
Nilai kesetimbangany = 0 dany = L.

Memeriksa kemonotonan solusi dan kestabilan nilai-nisdtimbangan.

S— | s | — tanday'zkyLL;y
0 L
Tabel bentuk dari Model Pertumbuhan Logistik
Interval | Tanday’ | Hasil Kesimpulan
(L’oo) B \1
(O,L) + | y= L stabil asimptotik
(=»,0) - N\ | y=0 tak stabil
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Periksa kecekungan dan titik belok dari kurva solusi.

L—

Fy) = k=¥

Calon titik belok:f/(y) = 0= k-2 =0«=y=1}
y'(0) =)y =Ky =

——- +++ S +++

tanda f'(y)- f(»)

0

0|~
t~

Interpretasi fisis dari kurva solusi.

@ Garis putus-putus tidak mungkin jadi solusi.

@ Jika jumlah populasi saat awal lebih kecil dari
L, tapi positif, maka jumlah populasi
cenderung bertambah dan asimptot terhadap
garisy=1L

@ Jika jumlah populasi saat awal lebih besar dari
L maka populasi akan berkurang dan asimptot

S~ N Property of WD2012 < terhada[:y: L
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Logistic Growth Model with Threshold :

yI

=f(y)=ky(1—-{) (§-1), O<kdanO0<T <L.

Nilai kesetimbangannyai= 0,y =T, dany=L.

Berikut disajikan kurva-kurva solusiny &

y

L
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